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PROLOGO 


Aunque la mayor parte de los conceptos introducidos en la presente obra 
son muy elementales, se presentan como si ésta fuera la primera vez que el 
alumno toma contacto con ellos, lo que no está lejos de la realidad para la 
mayoría de ellos. 

Muchos ejemplos purecerán pueriles. Esta ha sido la intención que nos ha 
guiado, pensando en que el futuro profesor maneje ejemplos que puedan ser 
útiles en su futura vida profesional. 

En cuanto a las demostraciones, se ha prescindido que aquéllas que hemos 
considerado complicadas o no formativas, sustituyéndolas, en muchos casos, por 
construcciones adecuadas. Nos ha llevado a ello el hecho de que la Matemática 
ha de ser esencialmente constructiva para el niño, y en este sentido hemos que- 
rido influir al formar al futuro profesor. 

Los ejercicios han sido propuestos de modo que el alumno colabore en el 
desarrollo de cada idea en estudio, lo que justifica su situación alli donde inte- 
resan, sin esperar a terminar un capitulo o un párrafo para manejar ejercicios 
relativos a los conceptos allí estudiados. Estos han sido elegidos de modo que 
puedan ser efectuados con toda facilidad sin necesidad de esperar a que llegue 
alguna “feliz idea”, no necesitando, por tanto, muchos alumnos la ayuda del 
profesor. 


Hemos dividido la obra en dos grandes bloques. El primero, que engloba 
14 capitulos, tiene por objetivo fundamental informar sobre las estructuras actua- 
les de la Matemática. El segundo está más orientado hacia la metodología de la 
matemática elemental. 

En cada capítulo recomendamos bibliografía adecuada para ampliar el tema, 
si asi interesara, y sugerimos algunos libros donde pueden encontrarse otras 
situaciones didácticas utiles al futuro profesor. 

Deseo, finalmente, expresar mi agradecimiento a los alumnos, pues de sus 
clases ha surgido la inspiración hacia el camino que hemos considerado idóneo, 
después de varias tentativas muchas veces. 

Gracias, en general, a cuantos directa o indirectamente han colaborado en la 
elaboración de este libro. 

E. ROANES 


ADVERTENCIA AL LECTOR 


Cada uno de los veinticuatro capítulos está dividido en varios párrafos, cuya 
numeración comienza en el uno. En cada párrafo hay, en general, varias defi- 
niciones, ejemplos, ejercicios y proposiciones. Cada uno de ellos va indicado 
con dos números, el primero de los cuales indica el párrafo en que se encuentra 
y el segundo indica su posición dentro de ese párrafo. Así, por ejemplo, en el 
párrafo 2 del capítulo 4, que trata sobre «propiedades de las relaciones bina- 
rias» comienza con definición 2.1; sigue la definición 2.2; a continuación la 
definición 23, etc. Los ejercicios del mismo párrafo llevan numeración inde- 
pendiente, desde el 2.1 hasta el 28. En general, las definiciones, ejemplos, 
ejercicios y proposiciones de cada párrafo llevan numeración independiente. 
Esto puede conducir a algún error al principio, si, por ejemplo, cuando se 
lee «véase ejemplo 4.2» se entiende «véase ejercicio 4.2», pero en seguida se 
habitúa el lector a esta notación y se da cuenta de su comodidad. 


TABLA DE LOS SIGNOS MAS UTILIZADOS 


conjunto vacío. 
partes del conjunto E. 
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POSacaanam 
ES 

Ss 


conjunto producto de A por B. 

imagen del elemento a en la aplicación f- 

“ef | aplicación compuesta o aplicación producto de f y g 

aRb a está relacionado con b en la relación R. 

CIR conjunto cociente del conjunto C respecto de la relación de equi- 
valencia R. 

menor o igual. 

implicación. 

equivalencia. 

divide a 

equivalente (respecto de una relación de equivalencia) 

conjunto de los naturales. 

conjunto de los enteros. 

conjunto de los racionales. 

conjunto de los reales. 

conjunto de los complejos. 

enteros positivos. 

enteros positivos no nulos. 

valor absoluto. 

máximo común divisor y conjunción lógica. 

mínimo común múltiplo y disyunción lógica. 


> 
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GENERALIDADES 1 


1. “Concepto actual de la Matemática 


En el Bachillerato se manejan varios objetos matemáticos, esto es, entes 
abstractos que son objeto de estudio por parte de la Matemática: números 
enteros, números racionales, polinomios...; pero el número de objetos mate- 
máticos ha aumentado considerablemente. 

Cuando se opera con enteros y polinomios, por ejemplo, se percibe que 
tienen algo en común. Esto mismo ocurre al comparar otros objetos mate- 
máticos, 

Estos hechos llevaron a algunos matemáticos del siglo pasado a analizar 
lo que hay de común en ciertos objetos matemáticos estudiados anteriormente 
y a estudiar, mediante un nuevo proceso de abstracción, otros objetos ma- 
temáticos más generales, que comprendan, como caso particular, a varios 
tipos de objetos matemáticos tradicionales. 

Por ejemplo, sabemos que los números enteros y los polinomios con coefi- 
cientes racionales se rigen por las mismas leyes operativas, Ambos responden 
a la estructura general de anillo, que estudiaremos oportunamente. 

Los conceptos fundamentales del edificio matemático actual, en opinión 
de gran número de matemáticos, son los siguientes: 


conjuntos y 
aplicaciones o funciones. 


Algebraicas: semigrupos, grupos, anillos, cuer- 
pos, módulos, espacios vectoriales, ete. Estas 
estructuras son objeto de estudio en la parte 

b) Unas estructuras fun- | de la Matemática que llamamos Algebra. 

damentales, de tres i De orden (y, en particular, la de retículo), y 
beia Topológicas, que estudian el concepto de «pro- 
ximidad». La parte de la Matemática que 
estudia estas estructuras se lama Topologia. 
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a) Unos entes elementales Í 


El número de estas estructuras fundamentales podría aumentar con el 
desarrollo de la Matemática. 
Una característica fundamental de la Matemática actual, comparada con 


es posterior a su adquisición. La Matemática Moderna supone una economía 
de memoria, como consecuencia de una exposición mejor organizada. 

En realidad, quizás fuera mejor llamarla Matemática Actual, ya. que lo 
único moderno es su introducción a nivel elemental. Por otra parte, esta 
Matemática, que llamamos Moderna, será superada y llegará a ser, sin duda, 
Matemática Antigua en un futuro no remoto, según hace suponer el ritmo 
a que se desenvuelve actualmente la investigación. 

De todos modos, el lector se hará una idea de lo que es la Matemática 
Actual a medida que avance en su estudio, mucho mejor de lo que ahora 
se puede anticipar. 


2. Importancia formativa y utilitaria 


La importancia formativa de la Matemática Actual radica en el hecho de 
que permite desarrollar la capacidad de pensar, influyendo, de manera esencial, 
en la formación de la inteligencia. Y esto tiene una importancia excepcional. 
Basta decir, para comprenderlo, que hoy la mayor riqueza de un país son sus 
cerebros, 

En cuanto a la importancia utilitaria, la Matemática proporciona esque- 
mas mentales, que permiten resolver problemas de otras disciplinas. 

Hoy se aprovechan de las técnicas matemáticas no sólo la Física y la 
Química, sino también la Biología, la Economía e incluso las Ciencias Huma- 
nas. Asimismo, y por poner otro ejemplo, algunos de los problemas que plantea 
el tráfico rodado de una gran ciudad se resuelven aplicando esquemas mate- 
máticos apropiados. 

Opinamos que, a nivel escolar, la importancia formativa debe tener prio- 
ridad frente a la utilitaria, ya que la mayoría de los alumnos elegirán profe- 
siones desconectadas de la Matemática, pero todos, sin excepción, necesitarán 
muchas veces utilizar su inteligencia. 

Interesa, por tanto, enseñar a discurrir, mejor que a adquirir gran maestría 
y rapidez en el desarrollo de un proceso, que puede mecanizarse. Debemos, 
pues, evitar el aprendizaje de «recetas de cocina» para hacer problemas o 
aprender de memoria teoremas más o menos importantes. 

Además, la Matemática es quizás la disciplina más adecuada para prac- 
ticar el rigor de pensamiento y de lenguaje. 
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3. Necesidad de su didáctica 


Las razones anteriormente expuestas implican la necesidad de una didác- 
tica nueva, lo que tiene una importancia decisiva en la enseñanza de la 
Matemática Elemental. 

En la didáctica tradicional se entiende al maestro como un «transmisor de 
conocimientos». Hoy el método expositivo está superado en la enseñanza de 
la Matemática Elemental. 

En el método expositivo, el alumno es un elemento pasivo en la clase. 
Y cabe preguntarse hasta qué punto se aumenta la capacidad de pensar del 
niño por este procedimiento. Imaginemos, al efecto, una clase de Gimnasi 
en que el profesor explique ante los chicos, con toda claridad y precisión, una 
tabla de gimnasia, mientras los alumnos toman las notas oportunas. Es evi- 
dente que al final de la clase los alumnos no han desarrollado en absoluto su 
fuerza muscular. 

Actualmente, el centro de la clase no debe ser el maestro, sino el alumno, 
siendo el profesor el guía de la acción investigadora del alumno. La adquisi- 
ción de conocimientos debe ir acompañada de la acción del niño. Se impone, 
pues, la enseñanza eviva» de la Matemática. 

Por otra parte, no resulta aconsejable, a este nivel, seguir dividiendo la 
Matemática Elemental en compartimientos estancos: Aritmética, Geometría, 
Geografía, etc., proponiendo a menudo ejemplos que den muestra de utilidad 
de aplicación y conexión con estas otras disciplinas, de lo que presentaremos 
diversas situaciones en adelante. 

También, y como norma general, a este nivel conviene tomar como punto 
de partida situaciones concretas, simples y familiares, a partir de las cuales 
comenzar el proceso de abstracción, esto es, de matematización. 

Digamos, finalmente, que la Didáctica de las Matemáticas es aún una 
ciencia joven, en espera, por tanto, de futuros perfeccionamientos. 


Si se desea ampliar estas ideas, pueden verse los siguientes libros (el segundo, de 
lectura más difícil): 
P. Puio ADAM, La Matemática y su enseñanza actual, Publicaciones de la Revista 
«Enseñanza Media», Madrid, 1960. 
J. Pucer, La enseñanza de las Matemáticas, Ed. Aguilar, Madrid, 1965. 
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2 CONJUNTOS 


1. Conjuntos; elementos y pertenencia 


Consideremos el conjunto de las letras vocales, es decir, el conjunto for- 
mado por las letras: a, e, i, 0, u. 
Representamos a este conjunto en la forma siguiente: 


{a e, i, o, u} 
El conjunto de los dias de la semana lo escribimos: 
{lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sábado, domingo} 


Otro conjunto es el de los puntos de un circulo de centro O y radio r, 
rayado en la figura 1.1. 

La idea de conjunto aparece intuitivamente como colección de objetos o 
entes. Un conjunto queda determinado o definido cuando conocemos los obje- 
tos o entes que lo forman, es decir, cuando dado un objeto cualquiera pode- 
mos decidir si forma, o no forma, parte del conjunto. 

Al conjunto de las vocales lo designaremos abreviadamente por V, para 
lo cual escribiremos: 

V={a, e, i o, u} 
Diremos que a es un elemento del conjunto V de las vocales; e es otro 


elemento de V; i es otro elemento de V, etc.; pero b no es un elemento de V. 
Sea S el conjunto de los días de la semana, es decir: 


S={lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sábado, domingo} 
martes es un elemento del conjunto S; viernes es un elemento de S; pero u 
no es un elemento de S. 


Sea C el conjunto de puntos del círculo de la figura 1.1; el punto P es 
un elemento del conjunto C, pero el punto Ọ no es un elemento de C. 
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Los elementos de un conjunto son los objetos o entes que lo forman. 
Continuando con los ejemplos anteriores, para expresar que a es un 


Figura 11 


elemento del conjunto V diremos que el elemento a pertenece al conjunto V, 
y escribiremos: 


sEV 
lo que se lee a pertenece a V. 
Del mismo modo: 
iEV;- uEV; miércolesES; PEC 
ara expresar que b no es un elemento de V se dice que b no pertenece 
Pe EEE 
BEV lo que se lee b no pertenece a V 


Otros ejemplos: 
viernes ES; — viemes EC; eS; eC; QFC 


Sea H el conjunto formado por las letras a, e, u. 
De otro modo: 


H={a, e, u} 


y comparemos la forma en que lo hemos definido con la se 
Xefine el conjunto C, anteriormente citado, formado por los puntos del plano 
que verifican la propiedad de ser (como el punto P de D, el 
segmento ÕP, menor o igual que el radio 7. 

Los conjuntos que, como el H, se definen enumerando cada uno de los 
elementos que lo constituyen, se dice que se determinan por extensión. 


Aquellos que, como el C, se han definido dando una propiedad que han 
de verificar sus elementos, diremos que se determinan por comprensión. 

Como se habrá observado, los conjuntos definidos por extensión se re- 
presenían encerrando entre llaves los símbolos de sus elementos, separados 
entre sí por comas. Los definidos por comprensión se representan como lo 
haremos a continuación con C: 


C=(X| XO es menor o igual que r} 


lo que leeremos C es el conjunto de los puntos X, tales que el segmento de 
extremos X y O es menor o igual que el segmento r. Nótese que el trazo 
vertical | que separa a X de XO lo hemos leído tal que. 

El iniciador de la Teoría de Conjuntos fue el matemático alemán CANTOR 
(1845-1918), 


EJERCICIOS 


bir, utilizando el signo apropiado, que pertenece al conjunto, Elegir otro 
elemento que no pertenezca al conjunto y escribir esto abreviadamente, 


1.2 Las mismas cuestiones para el conjunto de las asignaturas de este curso. 
1.3 Las mismas cuestiones para el conjunto de los números pares. 
1.4 Lo mismo para el conjunto de los puntos del plano que equidistan de los 
puntos fijos A y B, esto es, para 
(x/X4=XB) 
1.5 Poner otro ejemplo y contestar a las mismas cuestiones. 
1.6 Definir por comprensión el conjunto 
69) 


2. Igualdad de conjuntos 


* DEFINICIÓN 2.1: Se dice que dos conjuntos, A y B, son iguales cuando 
tienen los mismos elementos. 
Esto se expresa escribiendo 


+ EemeLo 21: Si E es el conjunto de las provincias extremeñas y F=(Cá- 
ceres, Badajoz), se verifica E=F. 


* EjempLO 22: Si L es el conjunto del ejercicio 14 y M es el conjunto de 
los puntos de la mediatriz del segmento AB, se verifica L=M. 


* EJEMPLO 23: Los conjuntos 
G={a,bc,d, f} y V={a e,i, o, u} 
no son iguales, ya que no tienen los mismos elementos, aunque “tienen uno 
común. Por ello escribimos 
G#v 

Las siguientes PROPIEDADES DE LA IGUALDAD DE CONJUNTOS son consecuen- 
cia inmediata de la definición 2.1: 

a) Reflexiva: todo conjunto es igual a sí mismo. 

Abreviadamente: para todo conjunto A se verifica: 


b) Simétrica: si un conjunto A es igual a otro B, entonces también B 
es igual a A. 


Abreviadamente: 


A=B implica 


c) Transitiva: si un conjunto A es igual a otro B y, a su vez, B es igual 
a un tercer conjunto C, entonces también A es igual a C. 
Abreviadamente: 


STe } implican A= 


EJERCICIO 


2.1 Sea A={], a, 3, 5), donde a es un número fijo, y B=(2, 3, b, 1), donde b 
es otro número. Determinar los números a y b, supuesto que 4=B. 


3. Subconjuntos 
* EJEMPLO 3.1: Consideremos los conjuntos: 
H=(a,e,u) y V=i0 


i osu} 


Observamos que todos los elementos de H pertenecen también a V. Por 
ello se dice que H es un subconjunto de V. Lo que escribimos abreviada- 
mente: 

HCV 


que se lee H está contenido en V. 


* EjemLO 3.2: Sea C el conjunto de puntos del círculo y R el 
de los puntos del cuadrado de centro el del círculo y lado doble del diámetro 


Figura 3,1 
del círculo de la figura 3.1. Como todos los puntos de C pertenecen a R, C es 
un subconjunto de R y podemos escribir 

CCR 
Generalicemos esta idea: 
* DEFINICIÓN 3.1: Dados dos conjuntos, E y F, diremos que E es un sub: 


conjunto, o una parte, de F, si todos los elementos de E pertenecen tam- 
bién a F. 


Para expresar que E es un subconjunto de F escribiremos 
ECF 


y leeremos E está contenido en F, o bien, E está incluido en F. El signo de 
inclusión es, pues, C. 
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Es lo mismo decir que E está contenido en F que decir F contiene a E, 
lo que representaremos así: 
FDE 


+ EjemPLO 3.3: Sea V el conjunto de las vocales y L el conjunto de todas 
las letras. Se verifica 
YCL 


+ EjemPLO 3.4: Sea S el conjunto de los días de la semana y D el conjunto 
de los días laborables. Se verifica 


DCS 


* EJEMPLO 3.5: Sea 
M={a, b, i, u}. 


Comparémoslo con el conjunto V de las vocales, Observamos que M no 
es un subconjunto de V, ya que b€ V; por lo que escribimos 


Mv 


que se lee M no está contenido en V. 
Asimismo 
VEM 


+ Deenuición 3:2: Los conjuntos que, como el (a), constan de un único 
elemento se llaman unitarios. 

Nótese que a la izquierda del signo E se escribe un elemento y a la 
derecha un conjunto. En cambio, tanto a la izquierda como a la derecha del 
signo C se escriben conjuntos. 

Es decir, si a es un elemento perteneciente al conjunto V: no se es- 
eribirá: 

(aJEV sino 1EV 
tampoco se escribirá: 


EJERCICIOS 


3.1 Comparar los conjuntos A y B, escribiendo entre ellos el signo de inclusión, 
o no inclusión, según convenga, en los casos siguientes: 


el conjunto de las provincias valencianas y B=(Alicante, Valencia). 
el conjunto de los múltiplos de 3 y B el conjunto de los múlti- 
de 6. 


3.2. Formar varios subconjuntos de 
Y=(0, 


ino, u) 


3.3 Formar todos los subconjuntos unitarios de Y. 


Vamos a estudiar las PROPIEDADES DE LA INCLUSIÓN, las cuales son con- 
secuencia inmediata de la definición 3.1. 


4) Reflexiva: todo conjunto está contenido en sí mismo. 
Dicho de otro modo: para todo. conjunto A se verifica 
ACA 
b) Antisimétrica: si ACB, y además BCA, entonces A y B tienen 
los mismos elementos. 
Abreviadamente: 
AB 
| SEA | implican A=B 
EA 


Por tanto, para demostrar que dos conjuntos son iguales basta com- 
probar que cada uno de ellos está contenido en el otro. 


c) Transitiva: 


EJERCICIOS 


3.4 Comprobar la propiedad transitiva de la inclusión con los conjuntos H, Y y L, 
de los ejemplos 3.1 y 3.3, u otros conjuntos finitos similares. 


3.5 Comprobar la misma propiedad con los conjuntos R y C del 32 y 
S tamante dee sd Sr eses e de R 3 ada Edd 
cuadrado 


* DEFINICIÓN 3.3: Si ECF, siendo EF, diremos que E es un subcon- 
junto propio de F y entonces podemos escribir E< F en vez de ECF. 


* EJEMPLO 3.6: 
(a, b)<ta, b, c, d} 
En cambio, es incorrecto escribir 
{a b)<(a, b) 


Nota: Hay libros que escriben © lo que nosotros designamos por C y 
entonces escriben C lo que hemos designado por <. 


4. intersección de conjuntos; 
conjunto vacío 
los 
* EjgmpLO 4.1: Consideremos dos conjuntos 
A=(a,b,c,d) y B={a, x; b, y, 2} 
Observemos que los elementos a y b pertenecen a ambos conjuntos y 
no hay ningún otro elemento que pertenezca a ambos conjuntos. El conjun- 


to (a, b} diremos que es la intersección de los conjuntos A y B. 
Generalidades esta idea: 


+ DEFINICIÓN 4,1: Se llama intersección de dos conjuntos, E y F, al con- 
junto formado por los elementos que pertenecen a ambos conjuntos. 
Representaremos al conjunto intersección de E y F por 


ENF 
Así, en el ejemplo 4.1 será: 
ANB=(a, b} 


* Ejemplo 4.2: Si E es el recinto rayado horizontalmente en la figura 4.1 
y L es el rayado verticalmente, entonces ENL es el recinto cuadriculado. 


A este tipo de representaciones, como el de la figura 4.1, se les llama dia- 
gramas de Venn. 


EJERCICIOS 


4,1 Determinar el conjunto CNE en los siguientes casos: 
a) C=(letras consonantes) y E={a, b, e, d, e, 1). 
b) C=(provincias de Galicia) y E=(provincias con mar). 
$) C=(puntos de un círculo de centro el punto 0) y E=[puntos de un 
semiplano, de borde una recta que pase por O). Se supone que el círculo 
y el semiplano están contenidos en un mismo plano, para que su inter- 
sección sea un semicírculo. 
d) C=(números pares) y E=(múltiplos de 3). 
e) E=(paralelogramos equiláteros) y C=(paralelogramos equiángulos). 
4,2 Definir las siguientes figuras geométricas: 
a) ángulo convexo (como intersección de dos semiplanos). 
b) sector circular (como intersección de círculo y ángulo). 
e) segmento circular, 


Nota 4.1: La intersección de los conjuntos E y F puede definirse abre- 
viadamente 


ENF=(xx€E y 1€F) 
lo que debe leerse: E intersección F es el conjunto de los elementos x, tales 
que x pertenece a E y x pertenece a F. 

Consecuencias inmediatas de la definición 4.1: 


a) ANBCA y ANBCB 
b) ACB implica AMB=A. 


EJERCICIOS 


43 Construir un diagrama de Venn apropiado para comprobar la consecuencia b). 


44 Comprobar que el mayor conjunto contenido en dos conjuntos, A y B, es 
ANB, utilizando un diagrama de Venn. 


I) Asociativa: 


(ANBINC 


neno | 


Notemos que AN(BNC) es el conjunto intersección de A con 
BNC, mientras que (ANB)NC es el conjunto intersección de 


ANB con C. 
I) Idempotente: 
EJERCICIO 


45 Comprobar la propiedad asociativa de la intersección: 
a) con un diagrama de Vean; 
b) con conjuntos finitos (de letras, por ejemplo). 


* EjempLO 4.3: Sean los conjuntos 
M=(a,x,b) y G={r, s} 


En este caso, MNG no contiene ningún elemento. Por tanto, si quere- 
mos que la intersección de dos conjuntos sea siempre otro conjunto, hemos 


de considerar como conjunto a aquél que no contiene ningún elemento. Tal 
conjunto se llama conjunto vacio, y se representa por Ø. 

Dos conjuntos, como M y G, que no tienen elementos comunes, se dicen 
disjuntos entre sí. 
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En otras palabras: 

© DEFINICIÓN 4.2: Dos conjuntos, E y F, tales que 
ENF=D 

se llaman disjuntos. 


+ EJempLO 444: Los conjuntos A y B del diagrama de Venn representado 
en la figura 4.2 son disjuntos. 


5, Unión do conjuntos; recubrimiento 


* EjemPLO 5.1: Consideremos los conjuntos 
A=(a,b,c,d) y B={a, x, b, y, =} 


ian, Heracles 
Formemos el conjunto cuyos elementos sean- todos los de A y 
es decir, el conjunto 


105 de B, 
(ab, c,d, x.y. 2) 
Este conjunto diremos que es la unión de los conjuntos A y B. 


Nota: No tiene sentido repetir un elemento en un conjunto. 


+ Derinición 5.1: Se llama unión de dos conjuntos, A y B, al conjunto 
formado por los elementos que pertenecen, al menos, a uno de estos dos 
conjuntos. 

Representaremos al conjunto unión de A y B por 


AUB 
+ EjmpLo 5.2: En el diagrama de Venn de la figura 4.1, el conjunto EU L 
está representado por todo lo rayado (en uno u otro sentido, o en ambos). 
+ EjempLo 5.3: Dados 
V=(a, e, i,0,u) y W=([fe8i 
se tiene: 
aEVUW, yaque “EV aunque «EW 


gEVUW, yaque gEW aunque gẸV 
eE VUW, ya que e pertenece a ambos conjuntos, V y W. 


+ EjempLO 54; En el diagrama de Venn de la figura 4.2 el conjunto A U B 
está representado por todo lo rayado. 


Nota: A la unión también se le llama reunión. 
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EJERCICIOS 


5.1 Determinar AUB en los casos siguientes: 
a) A=ir n h m,e) y B=lx, y, s t) 
b) A={provincias de Galicia) y 
Cantábrico). 
©) 4=(números pares) y B=(múmeros impares). 
52 Definir las siguientes figuras geométricas: 
a) ángulo cóncavo (como unión de semiplanos); 
b) polígono (como unión de triángulos). 


5.3 Defínase abreviadamente la unión de dos conjuntos, análogamente a como se 
hizo para la intersección en la nota 4.1, 


provincias que tienen costa en el Mar 


Consecuencias inmediatas de la definición 5. 


a) ACAUB y BCAUB. 
b) ACB implica AUB=B. 


EJERCICIOS 
54 Probar que ANBCAUB, 


55 Comprobar que el menor conjunto que contiene a dos conjuntos, 4 y B, 
es AU 


5.6 ¿Cuáles son los conjuntos AUS y 42? 


De la definición 5.1 “siguen inmediatamente las siguientes PROPIEDADES DE 
LA UNIÓN DE CONJUNTOS: 


1) Conmutativa: AUB=BUA 
IM) Asociativa: (AU BJUC=AU(BUC) 
M) Idempotente: AUA=A 
EJERCICIO 


5.7 Comprobar la propiedad asociativa de la unión utilizando: 
a) un diagrama de Venn; 
b) conjuntos finitos. 


Nótese que la unión ha sido definida para dos conjuntos únicamente. 
Pero, como consecuencia de la propiedad, asociativa, tiene sentido Å U BUC, 
ya que da lo mismo interpretarló como (A UB)UC que como AU(BUC), 
por ser iguales, « zz. 


+ EjepLo 5.5; Sea 
V=(a, e, o, u, i} 
Consideremos los subconjuntos de V: 
X={a e0); Y=[0,u); Z={o, u, i} 
Observamos que 
XUYUZ=V. 
Por ello decimos que las partes X, Y y Z de V forman un recubrimiento de V. 


* DEFINICIÓN 5.2: Dado un conjunto E, sean A, B, C y D subconjuntos 
de E. Si se verifica 


AUBUCUD=E 


diremos que las partes A, B, C y D forman un recubrimiento del conjunto V. 


* EjempLo 5.6: Los triángulos FOÀ. KON y PON. de la figura 51 (cone 


siderados como conjuntos de puntos) forman un recubrimiento del cuadrado 


MNPO. Tambito BON, y. BAN recobren el cuadrado; pero, KON: y, BO 00 
lo recubren. 


EJERCICIO 


5.8 Considerar tres subconjuntos de F=(0, e, i o, s) que formen un recubri- 
miento de Y. Considerar ahora cuatro subconjuntos de Y que no recubran F. 
Hacer lo mismo con un diagrama de Venn. 


6. Adición de conjuntos; partición 
© EjempLo 6.1: Consideremos los conjuntos 
C=lx 42) y D=lrs) 
Observamos que son disjuntos, es decir, 


cno=g 
A su unión se le llama por ello suma y se puede representar por 
C+D 
en vez de por 
CUD. 
Se tiene, pues 
C+D=(x, y, 2,1. 5)=CUD 


+ Derinición 6.1: Dados dos conjuntos disjuntos, E y F, se llama suma a 


su unión. Se representa por 
E+F 


Dos conjuntos no disjuntos no son sumables, es decir, no tiene sentido 
hablar de su suma. 


——— 
EJERCICIOS 


6.1 Ponga ejemplos de conjuntos sumables y de conjuntos no sumables: 
a) con conjuntos finitos; 
b) con diagramas de Venn. 


62 Escriba las propiedades conmutativa y asociativa de la suma de conjuntos. 
¿Tiene sentido la propiedad idempotente? 


M 
* Ejemplo 62; Consideremos el conjunto 


V=(a, e, i, o, u} 
y sus subconjuntos 


R={a e}; S={io}; T={u} 
R, S y T forman un recubrimiento de V, pero, además, 
ROS; RNT=Ø; SNT-Ø. 


Por ello, a este recubrimiento le llamamos partición, y decimos- que 
los subconjuntos R, S y T del conjunto V forman una partición de V. 
Se tiene, pues 
V=R+S+T 


© DEFINICIÓN 6.2: Dado un conjunto E, sean A, B, C y D subconjuntos, no 
vacíos, de E. Si se verifica 
E=A+B+C+D 
diremos que las partes A, B, C y D forman una partición de E. 
Consecuencia: Una partición es un recubrimiento tal que los subconjuntos 
que la forman son no vacíos y disjuntos entre sí dos a dos. 
* EjemPLO 6.3: En el ejemplo 5.5, el recubrimiento formado por X, Y y Z 
no es partición, pues 
xNY=(8%0.. 


EJERCICIOS 


63 Ponga un ejemplo de partición del conjunto Y distinto. de la del ejemplo 6.2. 
Ponga ejemplos de partición, utilizando ahora diagramas de Venn. 


64 Ponga un ejemplo de recubrimiento que no sea partición. 


7. Otras propiedades de la unión 
y la intersección 


Además de las propiedades conmutativa, asociativa e idempotente de la 
unión y la intersección, hay otras propiedades en que intervienen la N y la U 
simultáneamente: 


T) Propiedades simplificativas: 
AU(ANBI=A; ANÍAUB)=A 
1) Propiedades distributivas: 
a) Propiedad distributiva de la U respecto de la N: 
AU(BNC)=(AUB)MAUC) 
b) Propiedad distributiva de la N respecto de la U: 
ANM(BUC)=(ANBJU(ANC) 


EJERCICIO 


to peas iaa y ans 5 eos Más 
y con diagramas de Venn apropiados. 


8. Conjunto de partes de un conjunto 


* EjempLoO 8.1: Sea H={a, e, u) y formemos todos los subconjuntos de H: 
Di Ar(a); Bulej; C=(u); D=(0,e) 
E={au}; F=feu); H=(a,e,u) 


Ø, A, B, C, D, E, F y H son todas las posibles partes o subconjuntos de H. 
Al conjunto de todas estas partes se le llama conjunto de las partes de H 
y se representa por O(H). Es decir: 


O(H)={Ø, A, B, C, D, E, F, H} 


Nota: (2 está contenido en cualquier conjunto. 
+ DEFINICIÓN 8.1: Dado un conjunto E, se llama conjunto de las partes de 
E al conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos posibles de E. 
Se representa por @(E). 

Abreviadamente: 


BE)=(SISCE) 
es decir, O(E) es el conjunto de los S, tales que S es una parte de £. 


Nótese que un recubrimiento (y, por tanto, una partición) de E viene 
definido por un subconjunto de (E). 


EJERCICIO 
8.1 Construya el conjunto de las partes de V={a, e, 
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9. Otras operaciones con conjuntos 
* EJEMPLO 9.1: Sean los conjuntos 
Asla bef) y V=la.e 50%) 
Construyamos- el conjunto de los elementos de V que no pertenecen a A 
{i, o, u} 


Este conjunto se llama diferencia y se representa por V-A. 


Figura 9.1 


+ DEFINICIÓN 9.1: Dados dos conjuntos, E y F, se llama conjunto diferen- 
E-F, al formado por los elementos de E que no pertenecen a F. 
Abreviadamente: 


E-F=(xr€E E; EF) 


* EjmPLO 9.2: En el diagrama de Venn representado en la figura 9.1, la 
parte rayada corresponde al conjunto A-B. 
Nota: E-F también se representa por ENF. 


EJERCICIO 


9.1 Estudiar si la diferencia de conjuntos es conmutativa, asociativa e idem- 
potente. ¿Es la diferencia distributiva respecto de la unión o de la inter- 
sección? 


+ Dermición 9.2: Dados un conjunto E y un subconjunto S de E, se llama 
complemento de S en E al conjunto E-S. 
El conjunto complementario de S en E se representa por 


CS 
Abreviadamente: 


si SCE, entonces (,S=E-S 
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+ EjeuPLO 9.3: Sea L el conjunto de todas las letras, V el de las vocales 
y T el de las consonantes. Se verifica 


C,V=7 
Notación: Cuando no hay duda sobre el conjunto E, respecto del cual se 
halla el complemento, se puede escribir 
CS en vez de CS 


También se representa por S' al complementario de S en vez de por CS. 
A A  AAA«A«<<á—> 


EJERCICIOS 


9.2 Construir un diagrama de Venn explicativo de la definición 9.2. 
9.3 Escribir los segundos miembros de: 


C¿E=% 


t=: 
94 Generalice el ejemplo 9.3, indicando la partición más simple que puede 

realizarse en un conjunto E, de modo que SC E sea una de las partes. 
95 SISCE y TCE comprobar que 

GSUN=C INCI 

La propiedad también es cierta cambiando entre sí los signos -de U e N. 
9.6 En las hipótesis del ejercicio anterior, compruebe también que 
S-T=500,M 


* DEFINICIÓN 9.3; Se llama diferencia simétrica de los conjuntos A y B al 
conjunto 
(AUB)-(ANB) 


Se representa por 


Figura 92 
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+ EjemeLo 94: La parte rayada de la figura 9.2 corresponde al conjunto 
AAB. 


EJERCICIOS 
9,7 ¿Puede escribirse que 
AA BC, AO Bn 


9.8 Estudie las propiedades conmutativa, asociativa e idempotente de A com- 
probando si son o no son ciertas. 


10. Introducción de estos conceptos 
en la Escuela Primaria. 


Los conjuntos y algunas de sus operaciones pueden introducirse a la más 
temprana edad, con tal de que la presentación empleada sea adecuada a esa 
edad mental. 

Véase, por ejemplo, al nivel de la Escuela Maternal, el libro: G. Brous- 
seau, Les Mathématiques du Cours Préparatoire, Ed. Dunod, París, 1965. 

A título de ejemplo, presentamos esquemáticamente algunas de las expe- 
riencias que hemos realizado con niños de 6 años: 


Figura 10.1 


En la figura se observa: 
Conjunto de los discos. Conjunto de las figuras rojas. Conjunto de los discos verdes, 
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El material es sensible y concreto. Cada alumno puede fabricarse su 
propio material. Se ha utilizado papel, tijeras, cuerdas y colores. 

De este modo se han introducido los conceptos de conjunto, subconjunto, 
intersección y suma de conjuntos, 

La idea de conjunto permite introducir el concepto gramatical de nombre, 
la de subconjunto, el de adjetivo y la de intersección está ligada a la con- 
junción copulativa y. 

En Geografía, los continentes, países y provincias sugieren la transitividad 
de la inclusión. 

La suma de números naturales debe ser una idea posterior a la suma de 
conjuntos: 


) CS 


Figura 102 


La memorización de la tabla de sumar debe ser posteriora su construc- 
ción por el alumno. 

Los chicos que tienen ya cierta facilidad leyendo. (8-9 años) pueden des- 
arrollar estas actividades matemáticas guiados por un libro apropiado, con 
lo cual cada chico trabaja a su propio 

Recomendamos, a este efecto, realizar experiencias con los. Textos Pilo- 
tos editados por la Comisión Nacional para el Mejoramiento de la Enseñanza 
de la Matemática, bajo la dirección del profesor ABELLANAS, que, aunque 
pensados para 1. y 2° cursos de Bachillerato, tienen muchas partes aprove- 
chables en la Escuela Primaria. 
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3 "CORRESPONDENCIAS 


1. Producto de conjuntos 


EjemeLo 1.1: Varios chicos y chicas se reúnen para bailar: 
Conjunto de chicos: 


M=(Juan, Pepe, Pedro, Luis) 
Conjunto de chicas: 
F={Rosa, Pily, Mary) 
Las posibles parejas de baile son: 


Quan, Rosa) (uan, Pily) Quan, Mary) 
(Pepe, Rosay (Pepe, Pil) (Pepe, Mary) 
(Pedro, Rosa) (Pedro, Pil) (Pedro, Mary) 
(Luis, Rosa) (Luis, Pil) (Luis, Mary) 


Al conjunto de estas parejas le llamaremos conjunto producto de M por F. 
* EremPLO 1.2: Dados los conjuntos: 
A={a b} y B={r, s, t} 


se pueden formar parejas ordenadas: 
(a, r), (a, s), (a, t), (b, r), (b, s), (0,0) 


cuya primera componente es un elemento perteneciente al conjunto A y la 
segunda componente es un elemento perteneciente al conjunto B. Al con- 
junto de estas parejas ordenadas se le llama conjunto producto de A por B 
y se representa por: A xB. 

í, pues: 


AxB=((a,r), (a, s), (a, 1), (b,r), (b, 5), (b, 1)) 


Nota LL: (a, E AxB, o sea (a, r) debe interpretarse como un elemento 
del conjunto AxB y no como el conjunto (a,r). El elemento (a,r) es una 
pareja ordenada, lo que quiere decir que convenimos en considerar el objeto 
da, r) distinto del (r, a). Concretamente (r, a) AxB, pues su primera com- 
ponente r € A y su segunda componente a tampoco pertenece a B. En cambio, 


(r,a) E BxA. 
+ DEFINICIÓN l.l; Sean los conjuntos E y F. Las parejas ordenadas del tipo 
te, f} donde eE E y [EF forman otro conjunto, llamado producto de E 


por F., Se representa por ExF. 
Abreviadamente: 


ExF=((e, fe € E; [€ F) 


EJERCICIOS 


1.1 Formar el conjunto producto de los conjuntos: 
J=l xx) y Y=l o, m, i) 


y representarlo abreviadamente en la forma indicada anteriormente. 


1.2 Expresar como conjunto producto de otros dos a los siguientes conjuntos: 
a) E og dobei feom pesien dal pasjans da ios Miinarin, 
naturales por el conjunto de los meses del año). 
b) Conjunto de las matrículas de vehículos. 
€) Conjunto de las localidades de una sesión numerada de cine, 


L3 Busque otros ejemplos de conjuntos productos en la vida corriente. 


En la figura 1.1 se presenta un esquema que permite asociar a cada nudo 
de la malla un elemento del conjunto producto en la forma indicada. Se trata 
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del conjunto AxB del ejemplo 1.2. A este ti i: 
a ipo de diagrama para resentar 
el conjunto producto le llamaremos diagrama cartesiano. o 


EJERCICIO 


14 Construir el diagrama cartesiano i 
ea ja correspondiente al conjunto JXY consi- 


Estudiemos ahora las PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE CONJUNTOS: 


I) Conmutatividad: de la nota 1.1 se sigue que el producto de con- 
juntos no es conmutativo, en general. 
Observemos que dados dos conjuntos, E y F, no vacíos, se verifica: 


E#F implica ExF#FxE 


l == 


EJERCICIO 
1.5 Compruebe lo que acaba de enunciarse siendo: 
B=zlabc) y Fela, ebi) 

——_Ř— 

TD) Asociatividad: tampoco es asociativo el producto de conjuntos, pues 
los elementos de (RxS)x7 son parejas, de la forma [(r,s),1] cuya primera 
componente es una pareja ordenada perteneciente a RxS y la segunda com- 
ponente un elemento de T, mientras que los elementos de Rx(SxT) son 
parejas de la forma [».(s,1)] cuya primera componente E R y la segunda 
(5,1) ESxT. 


TIT) Distributividad del producto respecto de la unión: 
Rx(SUT)=(RxS)U(R xT) 
En particular, si S y T son disjuntos se escribirá 
Rx(S+T)=AR xS)+(RxT) 


la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de conjuntos. 


EJERCICIO 


16 Comprobar la propiedad II) con los conjuntos: 
R=lo bicho S=( 5h T=k) 


Como el conjunto A=(r,s,v) está formado por tres elementos, decimos 
que el cardinal del conjunto A es 3 y escribimos abreviadamente: 


Card (A)=3. 
* EjempLos: El cardinal de un conjunto unitario es 1. 
Card (Z)=0 


Nota: No deben confundirse los conjuntos j y (0), pues Ø es el con- 
junto vacío, mientras que (0) es un conjunto unitario cuyo elemento es el 
número cero. 


EJERCICIO 
1.7 Compruebe, con un ejemplo, que si 4 y B son conjuntos finitos 
Card (4x B)=Card (4)-Card (B) 


es decir, que el cardinal del conjunto producto es el producto de cardina- 
les, lo que justifica el nombre de conjunto producto. 


2. Correspondencias entre conjuntos 
* EyemPLo 2.1: Consideremos el conjunto A, de niños, y el conjunto C, 
de ciudades, que se indican a continuación: 

A=(Juan, Pedro, Antonio, Luis, Carlos) 

C={Madrid, Barcelona, Valencia, Sevilla). 


Supongamos que: 
Juan ha estado en Madrid y en Barcelona. 
Antonio ha estado en Barcelona. 
Luis ha estado en Sevilla. 
Pedro y Carlos no han estado en ninguna de estas ciudades. 
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A cada niño del conjunto A hemos hecho corresponder las ciudades del 
conjunto C en que ha estado. Se puede esquematizar esta correspondencia 
mediante el siguiente diagrama de flechas: 


igura 21 


EJERCICIO 
2.1 Dado el conjunto de países 
P=(Francia, España, talia, Portugal, Alemania) 
y el conjunto de colores 
C=(amarilo, rojo, blanco, negro, azul, verde, violeta) 
considérese la correspondencia que asocia a cada país, perteneciente al con- 


junto P, los colores de su bandera. Constrúyase el diagrama de flechas que 
esquematiza esta correspondencia. 


A O 


Consideremos ahora la correspondencia esquematizada mediante el siguien- 
-te diagrama de flechas de la figura 22. 
Al conjunto 


A=(a b, c, d} 
le llamaremos conjunto de partida y al 


B=(g,r,5,t,u) 


le llamaremos conjunto de llegada de la correspondencia. Designaremos a la 
correspondencia por f. 
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Para expresar que f es una correspondencia cuyo conjunto de partida es A 
y el de llegada B escribimos: 


lo que se lee: correspondencia f de A en B. 


A E , 


Figura 22 


Para expresar que la correspondencia f asocia al elemento c del con- 
junto de partida los elementos r y £ del conjunto de llegada, es decir, para 
expresar que hay dos flechas que parten del elemento c, una de las cuales 
llega al elemento r y otra al t, decimos que la imagen del elemento c en la 
correspondencia f es el conjunto {r,t}, y. escribimos 


imbo)=(r,t) 
Análogamente: 
imb)={q}; imid)={t}; ima=0. 


La imagen de cada elemento del conjunto de partida es una parte del 
conjunto de llegada. Así: 


ima)=DCB; imb)={q)CB; imc)={t,r} CB; . 


Una correspondencia queda determinada por el conjunto de partida, el 
conjunto de llegada y por la imagen de cada elemento del conjunto de 
partida. 


a 


EJERCICIO 


22 Construir el diagrama de flechas que esquematiza la correspondencia: 
ex 


siendo: 


imla)=|m, n); im{o)=lq);  im(u)={p} 


Volviendo otra vez a la correspondencia de la figura 22, consideremos 
el conjunto producto A xB del conjunto de partida por el conjunto de legada. 
Escribamos algunos elementos de A xB: 


como hay una flecha que parte de b y llega a g escribimos (b, q) 


LA ás ar o 
AMA a ADE A T 
E A a a] 


De este modo, la correspondencia. f define un subconjunto 
(60,9) (er), (6,0, (4.0) 
del conjunto producto A xB. 
Recíprocamente, dados dos conjuntos E y F y un subconjunto $ del con- 
junto producto ExF, el subconjunto S define una correspondencia 
ESF 


tal que si (e,f)ES, entonces hay una flecha que parte de e y llega a f. 


EJERCICIOS 


23 Construir el subconjunto del conjunto producto Y XX, que define la corres- 
pondencia del ejercicio 22. 
2.4. Dados los conjuntos 
M=(hbhk) y Lelu, e,m) 


considerar la correspondencia «:M—» L definida por el subconjunto del con- 
junto producto MXL, formado por los elementos señalados con un aspa en 
el diagrama cartesiano de MXL representado en la figura 2.3. Construir 
el diagrama de flechas correspondiente. Formar el conjunto imagen de cada 
elemento del conjunto M. 
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Las correspondencias también se llaman transformaciones y funciones. 


3. Correspondencia inversa 


Si en la correspondencia de la figura 22 invertimos el sentido de todas 
las flechas, obtenemos una correspondencia de B en A esquematizada en la 
figura 3.1 


| 
a 


que se llama correspondencia inversa de aquélla. 


a 


El subconjunto de BxA definidor de esta correspondencia inversa: será 
Elg b) (r.c), (t, c), (2,4) 
obtenido cambiando el orden de las componentes de cada una de las parejas 
pertenecientes al subconjunto de AxB definidor de la correspondencia f. 
* DEFINICIÓN 3.1: Dada ¡ma correspondencia 
LA = B 

definida por un subconjunto, S, de AxB, se llama correspondencia inversa 
de la f a la correspondencia de B en A definida por el subconjunto de Bx A, 


obtenido cambiando el orden de las parejas de S. 
La correspondencia inversa de la f:A—>B se representa por 


FiB>A 


CICIO 


3.1 Formar el subconjunto definidor de la correspondencia g-1:X— V inversa 
de la correspondencia g del ejercicio 2.2 y construir el correspondiente dia- 
grama de flechas. 


4. Aplicaciones 


* EJempLO 4.1: Consideremos la' correspondencia k de H en L definida por 
el diagrama de flechas de la figura 4.1: 


Figura 41 


Observemos que a cada elemento del conjunto de partida asocia un único 
elemento del conjunto de llegada. Por esta razón diremos que esta corres- 
pondencia es una aplicación. 
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= DrinicióN 4.1: Una aplicación es una correspondencia en que la imagen 
de cada elemento del conjunto de partida es un conjunto unitario. 

Las aplicaciones se llaman también correspondencias univocas y funcio- 
nes uniformes. 


+ EJemPLO 42: Consideremos el “conjunto 

N=(0,1,2,3,4, ...) 
de los números naturales. La correspondencia de N en N que asocia a cada 
número natural su cuadrado es una aplicación. 


En cambio, la correspondencia de la figura 22 no es aplicación, pues las 
imágenes de los elementos a y c no son conjuntos unitarios. 


EJERCICIOS 


43 Construir, mediante un diagrama de flechas, una correspondencia que no 


4.4 Al definir una correspondencia mediante un subconjunto $ del conjunto 
producto, del de partida por el de llegada, diga qué condición han de veri- 
ficar las parejas de $ para que la correspondencia sea aplicación. 


45 Construya una aplicación cuya correspondencia inversa también sea apli- 


4.6 Ponga ejemplos de correspondencias que sean aplicaciones y otras que no 
lo sean, sacados de la vida ordinaria. 


5. Aplicaciones suprayectivas 

Consideremos de nuevo la aplicación h:M—»L, esquematizada en la fi- 
gura 4.1. Para expresar que la imagen del elemento ¢ en la aplicación h es 
el elemento y, se escribe 

h 
Ho=y obien cy 

y se lee h de c igual a y, o bien, A aplica e en y. 

Análogamente: 


híaj=x;  HMbj=x;  Mdj=z *) 


o bien 


h h h 
a>x bz; d>z 


Observemos que en el conjunto `L de llegada hay elementos, como w, a 
los que no llega ninguna flecha y otros, como x o =, a los que sí llegan 
flechas. 

El conjunto de los elementos de L a los que llegan flechas 


} 
es decir, la parte de L formada por los elementos que son imagen de uno o 


varios elementos de H se llama el conjunto imagen de la aplicación h y se 
representa por im(h). Es decir: 


[xy 


imúh)=(x, y, =} 


+ DEFINICIÓN 5.1: Dada una aplicación [:E—=>F, se llama imagen de f, 
y se representa por imif), al subconjunto de F formado por los elementos que 
son imagen de, al menos, un elemento de E. 

Notemos que im(f) puede ser todo el conjunto F de llegada o una parte 
propia de él, lo que nos lleva a establecer la siguiente definición. 


+ DEFINICIÓN 5.2: Una aplicación f:E—>F se llama suprayectiva si 
im(p=F 


i 
* Ejpemero 5.1: La aplicación dada por el diagrama de flechas de la figu- 
ra 5al: 


Figura 5.1 


es suprayectiva, pues 
imí=4x, s, 1)=F. 


En cambio, la aplicación de la figura 4.1 no es suprayectiva, pues los 
elementos v y w del conjunto L de llegada no pertenecen al conjunto im(h). 
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Las aplicaciones suprayectivas se llaman también suprayecciones, apli- 
caciones sobre o aplicaciones exhaustivas. 


EJERCICIOS 


5.1 Construir, mediante un diagrama de flechas, una aplicación suprayectiva 
y Otra no suprayectiva. 


5.2 ¿Qué condición ha de cumplir el subconjunto del conjunto producto, del 
de partida por el de llegada, definidor de una aplicación, para que ésta sea 
suprayectiva? 

5.3 Vuelva sobre el concepto de cardinal de un conjunto, y aplíquelo a resolver 
la siguiente cuestión: 

Si la aplicación /:C —> D es suprayectiva, siendo € y D conjuntos finitos, 
¿qué relación existe entre los números card (C) y card (D)? 

5,4 Los conceptos de imagen de una aplicación y de aplicación suprayectiya pue- 
den extenderse a correspondencias que no sean aplicaciones. ¿Cuál es el 
conjunto imagen en las correspondencias de los ejercicios 2,1 y 2.2? ¿Son 
suprayectivas? 


5.5 El conjunto imagen de una correspondencia es la unión de los conjuntos 
imágenes de cada uno de los ciementos del conjunto de partida. Com. 
pruébelo en el ejemplo 4.1, 


Los diagramas de flechas ya eran utilizados por el gran matemático 
inglés CayLey (1821-1895). 


6. Aplicaciones inyectivas 


Consideremos la aplicación de la figura 4.1. Para indicar que al elemen- 
to x del conjunto £ llegan dos flechas, una procedente de a y otra de b, 
decimos que el conjunto original del elemento x es (a,b) y escribimos, abre- 
viadamente, 

oríx)=(a, b} 


Análogamente 
orlyw=[cj oo)=Ø; orz)={d};  orw)=Ø. 


* Dermición 61: Dada una aplicación f:A—>B, para cada elemento 
bEB se llama conjunto original de b al subconjunto de A formado por los 
elementos cuya imagen es b. Se representa por or(b). 

Abreviadamente, 


orib)=(xIx E A: fa)=b} 


Consideremos la aplicación a:E—>F, definida por el diagrama de fie- 
chas de la figura 6.1 


$ 7 
m 


Figura 6.1 


Observamos que cada elemento de F tiene por original el conjunto vacío 
o un conjunto unitario. Por ello diremos que la aplicación a es inyectiva. 


* DEFINICIÓN 62; Una aplicación f de A en B se llama inyectiva si el con- 
junto original de cada elemento de B es unitario o Ø. 

Las aplicaciones inyectivas se llaman también inyecciones. 

La aplicación de la figura 4.1 no es inyectiva, pues 


or(s)=(a, b), 


es decir, el conjunto original del elemento z no es Ø ni unitario. 


EJERCICIOS 


6.1 Construir una aplicación inyectiva y otra no inyectiva. 


6.2 Construir una aplicación que sea inyectiva pero no suprayectiva, otra que 
sea suprayectiva y no inyectiva, y otra inyectiva y suprayectiva, 

63 Compruebe que una aplicación /:4—>B es inyectiva si dos elementos dis- 
tintos de 4 tienen imágenes distintas, cualesquiera que sean esos dos ele- 
mentos pertenecientes al conjunto 4. 

64 Sea N el conjunto de los números naturales. Estudiar si la aplicación de N 
en N, consistente en elevar al cuadrado cada número natural, es inyectiva. 
Representaremos abreviadamente a esta aplicación por 


np 


¿Cómo se llama su correspondencia inversa? 


65 Reguera los je 32 y 53 cambiando a palabra supeyetira por o- 
iva. 


6.6 Consideremos el conjunto de los números enteros 
Z=(..., 3, -2,-1,0,1,2,3,4,5, ...) 
¿Son inyectivas las aplicaciones 


cuatro. ES 
2 —= 4 2—Áz 


Nótese que NCZ, es decir, los números naturales son un subconjunto de 
los enteros. 


6.7 Ponga ejemplos de inyecciones sacados de la vida corriente, precisando, en 
cada caso, cuáles son los conjuntos de partida y de llegada. 


7. Biyecciones 


+ EjempLo 7.1; La aplicación f:E—>F, esquematizada en el diagrama de 
flechas de la figura 7.1 


Figura 7.1 


es inyectiva y suprayectiva. Por ello diremos que es una aplicación biyectiva. 
* DEFINICIÓN 7.1: Las aplicaciones que son a la vez inyectivas y suprayec- 
tivas se llaman biyecciones. 


Las biyecciones se llaman también aplicaciones biyectivas y corresponden- 
cias biunivocas. 


* EjemPLO 7.2: Dado un conjunto arbitrario A, la aplicación i:A—>A, 
tal que para todo a€ A es Ña)=a, es decir, la aplicación que asocia a cada 
elemento, a, el mismo elemento a es una biyección. Esta biyección se llama 
aplicación idéntica o identidad y tiene gran importancia. 


+ Ejemplo 7.3: Dados dos conjuntos, E y F, la aplicación de ExF en 
FxE, tal que al elemento (e, f) € E xF asocia el elemento (f, e) € F xE es una 
biyección. 

* EJEMPLO 7.4: Sea X el conjunto de los puntos de la recta z e Y el 
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conjunto de puntos de la recta y; consideremos la aplicación que asocia a 
cada punto PEX, el punto PE Y, obtenido proyectando perpendicularmen- 
te los puntos de la recta x sobre la recta y, según indica la figura 7.2: 


Figura 72 


Esta aplicación de X en Y se llama proyección ortogonal y es una biyec- 
ción, siempre que las rectas x e y no sean perpendiculares. 


EJERCICIOS 
7.1 Construir una biyección. Compruebe que su correspondencia inversa es tam- 
bién biunívoca. Demuéstrelo, en general. 


7.2 Compruébese que las aplicaciones tales que el original de cada elemento 
del conjunto de llegada es unitario, son las biyecciones, 


73 Si A y B son conjuntos finitos entre los cuales puede establecerse una 
biyección, ¿qué puede decirse de sus cardinales? 


7A ¿Es Card (EXF)=Card (FXE) en el ejemplo 7.3? 
7.5 Aunque vimos que el producto de conjuntos no era asociativo, entre 
(EXPXG y EX(PXG) 
puede establecerse una biyección. Defina esa biyección, de modo análogo 
a cómo se ha hecho en el ejemplo 7.3. ¿Qué puede decir de los cardinales? 


7.6 SI A es un conjunto finito y B unitario, comprobar que entre 4 y AxB 
puede establecerse una correspondencia biunívoca. 


7.7 Dadas las biyecciones 
ot y mBo 
siendo 
A4NB=9 y 4n8=9 
construir una biyección cuyo conjunto de partida sea A+B y el de llegada 
A+B. Elija los conjuntos 4, A, B y I finitos y construya el diagrama de 
flechas apropiado. 
7.8 Ponga ejemplos de biyección sacados de la vida ordinaria. 
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8. Composición de aplicaciones 
Consideremos las aplicaciones: 
FA>B y -:B=>C 


{tales que el conjunto de llegada de la primera es igual al conjunto de partida 
de la segunda) definidas por el diagrama de la figura 8.1. 


Parece natural considerar, como consecuencia de estas dos aplicaciones, 
una tercera aplicación, que llamaremos aplicación compuesta de f y g, cuyo 
conjunto de partida sea A y el de llegada C. 

Como 


ar e 
rx 


en la aplicación compuesta de f y g se tendrá: 
a>r 
Análogamente 
by c=; d>: 


* DEFINICIÓN 8.1: Dadas las aplicaciones 
EX—>Y; gY—>Z 


se llama aplicación compuesta, de f y g, a.la aplicación de X en Z, tal que, 
si la imagen del elemento x€ X, en f.' es el elemento yE Y, y la imagen 
del elemento yE Y es el elemento EZ, entonces la imagen de x, en la 
aplicación compuesta de f y g, es 

Sólo puede hablarse de aplicación compuesta de dos aplicaciones si el 
conjunto de llegada de la primera aplicación es igual al conjunto de partida 
de la segunda. 
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Notación: Sustituyendo 


(d=y 
4 
en. gass 
puede escribirse 
siae 
o, abreviadamente, 
gl) == 


por lo que la aplicación compuesta de f y g se representa por gf, o bien 
por gef 
Esquemáticamente: 


Otras nomenclaturas: La aplicación compuesta se llama también aplica- 
ción producto. Por otra parte, si a las aplicaciones se les llama funciones, 
entonces a la aplicación compuesta se le llama función de función. 


¡KK 


EJERCICIOS 


8.1 Compruébese, con un ejemplo, que la aplicación compuesta de dos biyec- 
ciones es otra biyección. 
8.2 Compruebe que dadas dos biyecciones, / y æ, se verifica 
LE 


8.3 Demuestre el enunciado de 8.2 con un esquema análogo al de la figura 8.1. 
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9. Concepto de función 


Ya hemos dicho que las correspondencias se llaman también funciones. 

La Matemática clásica designa con el nombre de función a, aquellas corres- 
pondencias en que el conjunto de partida y el de llegada són núm Mamán- 
dose en particular funciones de variable real o compleja, según que el con- 
junto de partida sea el de los números reales o complejos, respectivamente 
(tanto los números reales como los complejos serán estudiados más adelante). 
Otro autores restringen más el sentido del función, considerando como tales 
únicamente a las aplicaciones. 

Un ejemplo de función, en este sentido, lo tenemos en: 


z= P-20+3 
es decir, la función que asocia a cada número real el resultado de elevarlo 


al cuadrado, restarle su doble y sumarle 3. En la figura 9.1 se considera una 
correspondencia en que el conjunto de partida, X, es el de puntos de la 


Figura 9.1 


recta x y el de llegada, Y, el de puntos de la recta y. La curva c establece 
una correspondencia f de X en Y, de la forma siguiente: 

Sea P un punto de la recta x, es decir, sea PEX. Tracemos por P una 
recta, p, paralela a la recta y. Sea P, el punto de intersección de la recta p 
y la curva c. Tracemos por el punto P, una recta p' paralela a la recta x. 
Sea P” el punto de intersección de la recta p” y la recta y. El punto PE Y. 
“Así se ha pasado del punto P al punto P’, es decir, de un elemento del con- 
junto X a un elemento del conjunto Y. Se ha definido, pues, una aplicación, f. 
de X en Y, en que 


iPr 


Análogamente 
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Más adelante veremos que cada punto de una recta se puede identificar 


con un número real. Teniendo esto en cuenta, la curva c define una función 
de variable real. 


se desea ampliar el estudio de 


aplicaciones y funciones, puede verse: 


Prono ABILLANAS, Matemáticas para Físicos e Ingenieros, Ed. Romo, Madrid, 1963, 
páginas 6-13. 
Encontrará multitud de diagramas de aplicaciones en: 

Pary, Mathématique Moderne 1, Ed. Didier, Bruselas-Paris, 1964, pgs. 88-153, 


RELACIONES 4 


1. Relaciones entre los elementos de un conjunto 
* EjemPLO 1.1: Consideremos el conjunto de niños 


C={Juan, Pedro, Luis, Antonio, Tomás, Enrique } 


para expresar que: 
a Juan le gusta jugar con Pedro 
a Pedro le gusta jugar con Luis y con Antonio 
a Luis le gusta jugar con Pedro y con Tomás 
a Enrique le gusta jugar solo (consigo mismo) 
a Tomás le gusta jugar solo y 
a Antonio no le gusta jugar 


podemos construir el diagrama de flechas de la figugra 1.1: 
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donde la flecha que parte de Juan y llega a Pedro indica que a Juan le gusta 
jugar con Pedro, etc. que deprlsa taifa Tai 
En el conjunto C se ha considerado la relaciónde gusta jugar conp esto es, 
para cada pareja ordenada de niños se ha indicado si al primero le gusta 
jugar con el segundo o, en otras palabras, si el primero está relacionado con 
el segundo en la relación le gusta jugar con. 
+ EJEMPLO 12: Sea N*=(1, 2, 3, 4, 5, ..) el conjunto de los números na- 
turales, excluido el cero, y consideremos la relación es múltiplo de, que re- 
presentaremos abreviadamente por R. Así, para expresar que 6 es múltiplo 
de 3, es decir, que 6 está relacionado con 3 en la relación es múltiplo de, es- 
cribiremos 


6R3 


lo que se lee 6 está relacionado con 3 en la relación es múltiplo de, o bien 
abreviadamente 6 es múltiplo de 3. 
Del mismo modo 
ARA; 4R2; 3Rl; ee 


pero, en cambio, 
4R6 


es decir, 4 no está relacionado con 6 en la relación es múltiplo de, o bien 
4 no es múltiplo de 6. 

Análogamente 6 R4, pero 6R 2. 
+ EjemPLO 1.3: Consideremos el conjunto, ©, de las rectas del plano. La 
relación de perpendicularidad permite comparar cada pareja de rectas del 
plano para decidir si están, o no están, en esta relación de perpendicularidad. 


Figura 12 


Para expresar que la recta p, de la figura 12, está relacionada con la rec- 
ta q escribimos 
via 


lo que se lee p es perpendicular a q. 
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Análogamente 
iLa 
Como p no está relacionada con s, es decir, como p no es perpendicular 
a s escribiremos 
pPřs 


Análogamente 
als 


+ EjempLO 1.4: Consideremos el conjunto, I, de los puntos del plano. Sea 
r una recta de ese plano. La recta r define la siguiente relación entre los ele- 
mentos del conjunto I: Dos puntos, A y B, pertenecientes al conjunto Il, 
diremos que están relacionados sila recta 7 es la mediatriz del segmento AB. 

Si designamos por R a esta relación podremos escribir, de acuerdo con la 
figura 13: 


ARB; ARE; CRD; CRA 


Figura 13 


Los puntos A y B se dicen simétricos respecto de la recta r. Análogamente 
C y D son simétricos respecto de r, pero C y E no son simétricos respec- 
to der. 


* Ejempro 1.5: Dado el conjunto V=(a, 
elementos la relación R dada por: 


i, o, u), consideremos entre sus 


eRa; «Ra; aRe; oRu 


Esta relación puede esquematizarse mediante el diagrama de flechas de 
la figura 1.4, donde se indica que o R u, es decir, que o está relacionado con u, 
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mediante una flecha que parte de o y llega a u, etc. 


Figura 14 
Notemos que la relación R se ha definido mediante las parejas ordenadas 
(aa); (ae; (ea); (0,4) 
donde se ha escrito 


(a,a) en vez de aRa 
(a,€) en vez de aRe, etc. 
El conjunto 
((a, a), (a, e), (e, a), (0, u)) 


de estas parejas ordenadas es un subconjunto del conjunto producto V xV. 

Observemos que «dar una relación en un conjunto X es dar un subcon- 
junto del conjunto producto X xX. 

Comparando con lo que dijimos al tratar de Correspondencias, observa- 
remos que las relaciones son un caso particular de correspondencias, en que 
el conjunto de partida y el de llegada son iguales. Nótese que únicamente 
ha variado la notación y la nomenclatura. Así, en la relación dada en la fi- 
gura 14, para expresar que hay una flecha que parte del elemento o y llega 
al elemento u escribimos 

oRu 


y leemos o está relacionado con u, en la relación R, mientras que en térmi- 
nos de correspondencias hubiéramos escrito, para expresar lo mismo 


Río) =u 


y hubiéramos leído la imagen del elemento o es el elemento u en la corres- 
pondencia R. 


EJERCICIOS 

1.1 En el conjunto A=[a, b, e, d) se considera la relación R definida por el 
subconjunto de 4x4, formado por los elementos señalados con un aspa en 
el diagrama cartesiano de AXA de la figura 1.5. Construir el diagrama de 


flechas correspondiente. 
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primeras componentes de las parejas deben leerse en la 
segundas componentes en la vertical, Para mayor cla- 
pareja (d,a) en el lugar apropiado de la figura 1.5. 


i 
i 


1.2 En el ejemplo 1.1 sustituya cada nombre por 
de CXC que define la relación le gusta jugar con y construya el diagrama 
cartesiano de CXC, señalando especialmente los nudos de la malla represen- 
tativos de los elementos del subconjunto definidor de la 


Las relaciones que estamos estudiando permiten comparar cada dos ele- 
mentos, por lo que se llaman relaciones binarias. 

Veamos ahora las propiedades más interesantes que pueden tener las re- 
laciones binarias. 


2. Propiedades de las relaciones binarias 


En la relación del ejercicio 1.1 observamos que cada elemento está re- 
lacionado consigo mismo. Por ello diremos que esta relación, entre los ele- 
mentos del conjunto A, es reflexiva. 

* DEFINICIÓN 2.1: Una relación binaria, R, entre los elementos de un con- 
junto C, se dice que tiene la propiedad reflexiva si se verifica 


LeRe | para todos los elementos e € C 


es decir, si para cada uno de los elementos e del conjunto C se verifica que 
(e,e) pertenece al subconjunto de C xC definidor de la relación. 
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La propiedad reflexiva se llama también idéntica. 

* EjempLos: La relación del ejemplo 1.2 es reflexiva, pues todo número 
natural es múltiplo de sí mismo, En cambio, la relación de la figura 14 no 
es reflexiva, pues e Re, eto. 

Una relación, entre los elementos de un conjunto finito, dada por su dia- 
grama de flechas, será reflexiva si para cada elemento hay una flecha que 
parte de él y llega al mismo elemento. Además de éstas, puede haber otras 
lechas, que no afectarán a esta propiedad, sino a otras propiedades que ve- 
remos después, 

El hecho de que una relación entre los elementos de un conjunto, A, dada 
por un diagrama cartesiano, como el de la figura 1.5, sea reflexiva se mani- 
fiesta en que todos los elementos de la diagonal del cuadrado, señalada con 
trazo discontinuo, en la referida figura 1.5, pertenecen al subconjunto de Ax A 
definidor de la relación. 


(lA. — ——K—K—KÉKÉÁ— 
EJERCICIO 


2.1 Estudiar si las siguientes relaciones son reflexivas: 
a) la del ejemplo 1.1; 
b) la inclusión en el conjunto de las partes de un conjunto; 
€) es menor que en el conjunto N de los números naturales; 
d) las de los ejemplos 1.3 y 1.4. 


aaastal 


En el ejemplo 1.3 observamos que dadas dos rectas, a y b, si a 1 b, en- 
tonces también se verifica que b| a. Por ello decimos que la perpendiculti- 
ridad de rectas tiene la propiedad simétrica. 

+ Dermición 2.2: Una relación binaria, R, entre los elementos de un con- 
junto, C, diremos que es simétrica si cualesquiera que sean los elementos a y b 
pertenecinetes a C, se verifica: 


es decir, si 
(a,b) E S implica (b,a) ES 
donde S es el subconjunto de CxC definidor de R. 
+ EjempLos: La relación es hermano de en el conjunto de las personas es 
simétrica. En cambio, la relación de la figura 1.4 no es simétrica, pues o Ru 
pero u Ro. 
Nótese que la propiedad simétrica no dice que dos elementos cualesquiera 
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kan de estar relacionados. Lo que afirma es que si a está relacionado con b, 
“entonces b también ha de estarlo con a. 
La propiedad simétrica se llama también recíproca. 


EJERCICIO 


22 Estudiar si las siguientes relaciones son simétricas: 
a). las de los ejemplos 1.1 y 1.2; 
b) la inclusión en el conjunto de las partes de un conjunto; 
€) es mayor que en el conjunto N de los números naturales; 
d) la del ejemplo 1.4; 
e) el paralelismo de rectas. 


Una relación dada por su diagrama de flechas será simétrica si para cada 
fecha hay otra en sentido opuesto. 

+ Derinición 23: Una relación binaria, R, entre los elementos de un con- 
junto C, diremos que es antisimétrica, si para cualesquiera elementos, a y b. 
distintos entre sí, pertenecientes a C, se verifica 


[aRb] implica [bRa 


es decir, si 
(a,b) E S implica (b,a) E S, supuesto a b 


donde $ es el subconjunto de CxC definidor de la relación. 


* EjempLOS: La relación del ejemplo 1.2 es antisimétrica, pues si a y b son 
números distintos y a es múltiplo de b, entonces b no puede ser múltiplo 
de a. En cambio, la relación del ejemplo 1.5 no es antisimétrica, pues a y € 
son dos elementos distintos, tales que aRe y eRa. 

La relación de la figura 1.5 es antisimétrica, lo que se refleja en el dia- 
grama cartesiano en el hecho de que si un punto o nudo de la malla, no si- 
tuado en la diagonal marcada con línea discontinua, está señalado con aspa, 
entonces su simétrico respecto de la referida diagonal no tendrá aspa. Se ha 
utilizado la palabra simétrico en el sentido que a este término se dio en 
el ejemplo 1.4. 


EJERCICIOS 

23 ¿Cómo se refleja la propiedad simétrica en el diagrama cartesiano? 
2.4 ¿Cómo se refleja la propiedad antisimétrica en el diagrama de flechas? 
2.5 Estudiar si las relaciones del ejercicio 2.2 son antisimétricas. 


G] 


La propiedad antisimétrica se puede enunciar también de este otro modo: 
* DEFINICIÓN 24: Una relación binaria R entre los elementos de un con- 
junto C diremos que es antisimétrica, si para cualesquiera elementos, a y b, 
pertenecientes a C, se verifica 


es decir, si se verifica que: 
si dos elementos están relacionados cada uno con el otro, entonces son el 
mismo elemento. 


EJERCICIO 


2.6 Comprobar que las relaciones del ejercicio 2.2 que son antisimétricas en el 
sentido de la definición 23 son también antisimétricas según la defini- 
ción 2.4, y reciprocamente. 


Más adelante probaremos que las definiciones 23 y 24 son equivalentes. 
Notemos que si una relación es antisimétrica, entonces no puede ser simé- 
trica y recíprocamente, es decir, los conceptos de simetría y antisimetría son 
incompatibles (supuesto no vacío el subconjunto definidor de la relación), pero 
puede ocurrir que una relación no sea simétrica ni antisimétrica, como la del 
ejemplo 1.5. 


+ Deriición 25: Una relación binaria R entre los elementos de un con- 
junto C diremos que es transitiva si para cualesquiera elementos a, b, c, per- 
tenecientes al conjunto C se verifica 


EN 


|aRb 
|bRe 


es decir si 
(a,b) ES: 
(0,0) €S. 


* EjempLoS: La relación del ejemplo 1.2 es transitiva, pues si un número a 
es múltiplo de b y, a su vez, b es múltiplo de c, entonces a es múltiplo de c. 
En cambio, la relación del ejemplo 1.3 no es transitiva, pues p 1 q y q Liy 
sin embargo p Y t (véase figura 1.2). La relación de la figura 1.5 no es 
transitiva. 


} implican (a,c) € S 
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EJERCICIOS 


17 ¿Cómo se traduce en el diagrama de flechas el hecho de que una relación 
Sea transitiva? 


24 Estudiar si las relaciones del ejercicio 2.2 son transitivas. 


3. Relaciones de equivalencia 


+ DeriNICIÓN 3.1: Las relaciones binarias que verifican las propiedades re- 
feziva, simétrica y transitiva se llaman relaciones de equivalencia. 
+ Ejemplo 3.1: Consideremos el conjunto 3, de las rectas del plano, y de- 
finamos en él la relación de paralelismo diciendo que dos rectas son paralelas 
= no tienen ningún punto común, o bien, si tienen todos sus puntos comunes, 
es decir, dos rectas son paralelas si no tienen un único punto común. De 
acuerdo con la figura 1.2, para expresar que la recta £ es paralela a la recta 
y escribimos r||p. Esta relación posee las siguientes propiedades: 

4) Reflexiva, pues para toda recta, p, se verifica pl|p, según se despren- 
de de la definición de paralelismo que hemos dado. 

b) Simétrica, pues si p y t son dos rectas tales que pl|t, entonces tam- 
bién lp. 

e) Transitiva, pues si p[|t y £]Jn, entonces también pn. 

Como la relación de paralelismo, en el conjunto X, de las rectas del pla- 
so, es reflexiva, simétrica y transitiva, diremos que es una relación de equi- 
valencia. 


l-_.————_ 


EJERCICIOS 
3.1 Estudiar si las siguientes relaciones son de equivalencia: 
a) la perpendicularidad de rectas; 
b) la igualdad de segmentos; 
€) la inclusión de conjuntos. 
32 En el conjunto E=(a, b, c, d, f, g, A) se da la relación siguiente: 
«Ro aRb; «Rh bRejz bRb; bRhi; eRe 
dd; [Rh IRE ERA Re hRe; hRb; ARA 
Constráyase el diagrama de flechas correspondiente. ¿Es de equivalencia la 
relación R? 
33 Construir un conjunto finito y dar en él una relación que sea de equivalencia 
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y otra que no lo sea. Utilice en ambos casos un subconjunto del conjunto 
producto para definir la relación. 

—>D define una relación R entre los elementos de C 

,, pertenecientes al conjunto C, dire- 

relación R, si tienen la misma imagen en 


Las relaciones de equivalencia también se llaman relaciones de «igualdad. 

Para las relaciones de equivalencia suelen utilizarse los signos conven- 
cionales = o ~, es decir, para escribir que a está relacionado con b, en una 
relación de equivalencia, suele escribirse 


a=b, obien a=b envezde aRb 


+ EJEmPLO 3.2: Consideremos el conjunto finito 
C=(i j k, lm, r, s, t) 
y en él la partición dada por 
Ci s}+ (h ky+{t l m)+ {r} 


representada en la figura 3.1: 


A 
E E 


Figura 3.1 Figura 3.2 


Esta partición del conjunto C da lugar a una relación R entre los elementos 
del conjunto C: diremos que dos elementos del conjunto C están relacion: 
dos en la relación R, si pertenecen a la misma parte (respecto de la parti- 
ción que hemos efectuado). Así, tenemos que: 


tRm, iRs, etc, pero ¿Ri 


La relación R ha sido esquematizada en el diagrama de flechas de la figu- 
ra 32, Se observa que la relación R es de equivalencia, 

El ejemplo 3.2 es inmediatamente generalizable, es decir, una partición 
en un conjunto da lugar a una relación de equivalencia. Además, observando 
la figura 32, podemos preguntarnos si lo recíproco, de lo que acaba de afir- 
marse, es también cierto, es decir: ¿Una relación de equivalencia, entre los 
elementos de un conjunto C, dará lugar siempre a una partición de C? Ve- 
remos que la respuesta es afirmativa. 


* Ejempro 4.1: Consideremos el conjunto 


M={a, b, c, d, f, 8 h, i j, k, l, m, n} 


y en él la relación R dada por 


aRa; aR aRe; aRd; bRa; bRb; bRe; 
bRd; cR cRb; cRe; cRd; dRa; dRb; 
dRe; fki: PR Rfi gRgi hRh; 
h R i; Rh iR; iR} ¡Rh jRi; 
iRj; IRI; Rm; mRi; mRm; nRn; 


que esquematizamos mediante el diagrama de flechas de la figura 4.1. Con- 
sideremos el elemento a del conjunto M. Los elementos del conjunto M, re- 


lacionados con a son: a, b, c, d. Al conjunto (a, b, c, d), formado por los 
elementos relacionados con a, le llamaremos una clase de equivalencia. Aná- 
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logamente, los elementos relacionados con f, es decir, f y g, forman otro con- 
junto, el (f, g), que será otra clase de equivalencia. El elemento h define la 
clase de equivalencia {h, i, j}. El elemento b define la clase de equivalencia 
(a, b, c, d}, El elemento k define la clase de equivalencia {k}, etc. Así, cada 
elemento define una clase de equivalencia. 

Notemos que no todos los subconjuntos de M son clases de equivalencia, 
Por ejemplo, el subconjunto (/, c} no es una clase de equivalencia. 

El elemento i define la misma clase de equivalencia, {i, j, A), que el ele- 
mento j. En cambio, el elemento m define otra clase de equivalencia: (1, m), 
distinta de la definida por el elemento i. Observemos que las clases de equi- 
valencia (i, j, h} y (l, m} son disjuntas. En general, se observa que las clases 
de equivalencia definidas por dos elementos son el mismo subconjunto o son 
subconjuntos disjuntos. Así, el elemento ¿ define la misma clase que el j. En 
cambio, los elementos j y m definen clases disjuntas. 

En la figura 4.2 pueden observarse las clases de equivalencia a que ha 
dado lugar la relación de equivalencia definida mediante el diagrama de fle- 
chas de la figura 4.1. Las clases de equivalencia determinan una partición en 
el conjunto M: 


M=(a, b, c, d)+(f 8}+ {h i J)+()+(L m)+(n) 


+ EjempLo 42: En el ejemplo 3.1 se ha visto que el paralelismo es una re- 
lación de equivalencia en el conjunto Y, de las rectas del plano. 
Obsérvese la figura 43: 


Figura 43 


El conjunto (a, a, a”, a formado por la recta a y todas sus paralelas es 
una clase de equivalencia. La recta b define otra clase de equivalencia, {b, 1%, 
b”, b”, ...), formada por las rectas paralelas a la recta b. La clase de equiva- 
lencia {c, cc, ...) es la definida por c, o bien por c’, ete. 

Cada elemento del conjunto ¥, es decir, cada recta del plano, define una 
clase de equivalencia, respecto de la relación de paralelismo. Dos rectas del 
plano definen una misma clase si son paralelas, o bien definen dos clases 
distintas si no son paralelas. 
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Cada una de estas clases de equivalencia se llama una dirección (en este 
caso del paralelismo). Por tanto, las direcciones son los subconjuntos de £ 
formados por una recta y todas sus paralelas. Las rectas a y a” pertenecen 
a la misma dirección, ya que son paralelas. Corrientemente suele decirse que 
a y a” tienen la misma dirección en vez de pertenecen a la misma dirección. 

Las direcciones determinan una partición en el conjunto E de las rectas 

del plano, ya que cada recta define una dirección, por lo que las direcciones 
determinan un recubrimiento de E y, por otra parte, las direcciones definidas 
por dos elementos no relacionados son disjuntas, por lo que el recubrimien- 
to determinado por las direcciones es una partición. 
+ Dermición 4.1: Dada una relación de equivalencia R entre los elementos 
de un conjunto C, se llama clase de equivalencia definida por el elemento 
2EC al subconjunto de C, formado por los elementos de C relacionados 
con e. 

Cada elemento define una clase de equivalencia. Designemos por ((e)) 
a la clase de equivalencia definida por el elemento e. Por tanto, decir que 


a€ ((e)) significa que aRe, 


* Proposición 4.1: Si a y b son dos elementos pertenecientes al conjunto C 
en el que se ha definido la relación de equivalencia R, se tiene: 


Sil aRb| entonces tanzt 


Demostración: Comenzaremos probando que ((a)) C {{b}); para ello vea- 
mos que si x€ ((a)), entonces también x € {{b}} 


Si [zean Hemos expuesto que | «Rb.] 


y Por la propiedad 
| transitiva de R 


xRb 


| lo que 
significa que 


xE((b)) 
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Análogamente se prueba que: 
1169 C (a) 


Se ha probado así que cada uno de los conjuntos {{a}} y {{b}} está con- 
tenido en el otro, luego son iguales, según lo que se indicó al estudiar la 
propiedad antisimétrica de la inclusión conjuntista. 

+ Proposición 4.2: Dos clases de equivalencia, ((a)) y (10), no disjun- 
tas, son la misma clase. 

Demostración: Si las dos clases no son disjuntas, tendrán elementos co- 
munes. Sea e uno de tales elementos comunes. Se tiene 


[eeun] TON 
| es decir | es decir 


| eRa | eRb 


© PROPOSICIÓN 4.3: Las clases de equivalencia definidas por la relación de 
equivalencia R, en el conjunto C, determinan una partición de C. 

Demostración: Como cada elemento de C define una clase de equivalen- 
cia, estas clases de equivalencia forman un recubrimiento de C. Además, cada 
clase posee, al menos, un elemento, es decir, las clases son subconjuntos no 
vacíos. Como dos clases distintas son disjuntas, este recubrimiento será una 
partición. 


[EJERCICIOS 
41 Probar que dada una relación de equivalencia R entre los elementos de un 
conjunto C se verifica que: 
(Ca))=((5)) implica aRb 


donde a € C; b€ C, lo que constituye el enunciado recíproco -del-de la pro- 
posición 4.1. 

42 En el ejemplo 3.2 se vio cómo una partición en un conjunto C daba lugar 
a una relación de equivalencia entre los elementos de C, Generalice aquel 
resultado y compárelo con el enunciado de la proposición 4.3. 

43 Compruebe que las siguientes relaciones son de equivalencia cuáles 
son las clases de equivalencia en cada uno de los casos, ys 
a dos mémeroe naturales están relacionados si su dilrencia es itltiplo 

tres; 
b) dos personas están relacionadas si tienen la misma nacionalidad; 
e) dos segmentos están relacionados si son iguales; 
d) dos conjuntos están relacionados si se puede establecer una biyección 
del primero en el segundo. 
e) dos puntos del plano están relacionados si equidistan de un punto fijo O 
del mismo plano. 


A 


Las clases de equivalencia también se llaman abreviadamente clases. Cuan- 
do en un conjunto se ha establecido una partición, mediante una relación de 
equivalencia, se dice que en el conjunto se ha establecido una clasificación. 


5. Conjunto cociente 


* Ejemplo 5.1: En el ejemplo 4.2 hemos dicho que las clase de equivalencia 
en el conjunto X, de las rectas del plano, respecto de la relación de parale- 
lísmo se llaman direcciones. 

Representemos por ((a)) la dirección definida por la recta a, es decir, la 
parte de X formada por todas las rectas paralelas a la recta a. Análogamente, 
designamos por ((b)) la clase de equivalencia definida por la recta b, etc. 

Podemos ahora considerar æ- cada clase de equivalencia como elemento 
de un nuevo conjunto, es decir, podemos considerar el conjunto 


tod 


de las direcciones. A este conjunto se le llama conjunto cociente de E respec- 


to de la relación de -equivalencia- paralelismo. 


fitan» tton tten 
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* EJEMPLO 5.2: Consideremos el conjunto TI, de los puntos del plano. Sea 
O un punto fijo de ese plano. Diremos que dos puntos, A y B, pertenecientes 
a Il, están relacionados y escribiremos A ~B, si A y B equidistan de O. 
La relación ~ es de equivalencia. Cada clase de equivalencia está formada 
por los puntos de las circunferencias de centro O, representadas en la fi- 


gura 5.1, 


Figura 5.1 


El conjunto cociente de II, respecto de la relación de equivalencia ~, será 
el conjunto de las circunferencias de centro O. 

Las clases de equivalencia se han considerado, pues, como elementos de 
un nuevo conjunto: el conjunto cociente. 


* EjemPLO 5.3: Las clases del ejemplo 4.1 son: 


B=(h 8) 
E=(l, m}; 


A=(a, b, c, d) 
D=(k 


G=(h i, j} 


Estas clases de equivalencia pueden considerarse como elementos de otro 
conjunto: 
(4, B, G, D, E, F) 


llamado el conjunto cociente de M respecto de la relación de equivalencia R. 


© DEFINICIÓN 5.1: Dada una relación de equivalencia R, entre los elementos 
de un conjunto C, se llama conjunto cociente de C, respecto de R, al conjunto 
cuyos elementos son las clases de equivalencia. 

El conjunto cociente de C respecto de R se representa por C/R. 

Así, en el ejemplo 5.3, se tendrá: 


MIR=(A, B, G, D, E, F}. 
Del mismo modo, en el ejemplo 5.2, el conjunto cociente de TI respecto de ~, 
es decir, el conjunto de las circunferencias de centro O, se representará por 
T/--. En el ejemplo 5.1, E/]| será el conjunto de las direcciones. 
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.-.P-.-—__ _ A A A 


EJERCICIOS 


S3 Encontrar el conjunto cociente y representarlo en la forma indicada ante- 
riormente, en los casos siguientes: 
a) conjunto cociente de las personas respecto de la relación nacionalidad; 
b) conjunto cociente de los números naturales respecto de la relación de 
equivalencia al dividir por 3 da el mismo resto que. ¿Cuántos elementos 
tiene, en este caso, el conjunto cociente? 
Conjunto cociente de los números enteros respecto de la relación de 
equivalencia tiene el mismo valor absoluto que. 
Conjunto cociente de los paralelogramos de base unidad respecto de la 
relación de equivalencia tiene el mismo área que. 
+) Conjunto cociente del conjunto, Il, de los puntos del plano respecto de 
la relación de equivalencia definida así: dos puntos, A y B, se consideran 
relacionados si coinciden, o bien si el segmento AB es paralelo a una 
recta fija, r, del plano, en el caso de ser A distinto de B. 
32 Compruebe que las relaciones de equivalencia de los apartados b), c) y d) del 
ejercicio anterior son un caso particular de la relación de equivalencia del 


e 2 


n conjunto finito F. Establezca en él dos relaciones de equiva- 
y R’, Cada una de ellas dará lugar a una clasificación del conjunto F. 
un diagrama similar al de la figura 4.2 para representar ambas parti- 
ciones, sobre una misma figura, empleando un color para la producida por R 
y otro distinto para la inducida por R’. 


Si se desea ampliar el estudio de estas relaciones de equivalencia puede consultarse, 
destre otros, el libro: 
R GODEMENT, Cours d'Algébre, Ed. Hermann, París, 1963, páginas 75-83, 


6. Relaciones de orden 


© DEFINICIÓN 6.1: Las relaciones binarias que verifican las propiedades re- 
flexiva, antisimétrica y transitiva se llaman relaciones de orden. 


* EjemPLO 6.1: En el conjunto 
N=(0,1,2,3, ...) 
de los números naturales, vamos a considerar la rel: 
representaremos por el signo <. Así, tendremos que: 
como 3 es menor que 5, podemos escribir 3<5 
como 2 es igual a 2, podemos escribir 2<2 
como 8 no es menor, mi igual, que 6. sería incorrecto escribir 8<6 


menor o igual, que 


1 


La relación <, entre los números naturales, tiene las siguientes propie- 
dades: 

a) Reflexiva, pues todo número a es igual a sí mismo, luego a<a, cual- 
quiera que sea a. 

b) Antisimétrica, pues si a y b son dos números distintos, tales que a<b, 
entonces será a menor que b, luego no puede ser b<a. 

c) Transitiva, pues si a<b y b<c, entonces también a<c. 

Como la relación <, entre los números naturales, verifica las propiedades 
reflexiva, antisimétrica y transitiva, decimos que es una relación de orden. 

Lós números naturales quedan ordenados, por la relación <, en la forma: 


0<1<2<3<4<5<6<7<8<9 <10<11<... 
+ Ejemplo 6.2: La relación es múltiplo de, del ejemplo 1.2, es reflexiva, an- 


tisimétrica y transitiva, luego es una relación de orden. Los elementos del 
conjunto N* quedan ordenados por esta relación en la forma: 


PA 


EJERCICIOS 

6.1 Comprobar si las siguientes relaciones son de orden: 
a) inclusión, en el conjunto de las partes de un conjunto; 
b) es divisor de, en el conjunto 
e) es mayor o igual que, en el conjunto N; 
d) la del ejemplo 13. 

6.2 En el conjunto C=(a, b, e) se define la relación R por: 


«Ro aRb; «Re bRb bRe eRe 


¿es de orden? Construya el diagrama de flechas apropiado. 


£3 En el conjunto 
V=la, e, o, u, i} 


se define la relación: 
«Ra aRe eRe; iRi ¿Roj ¡Ruz oRo; oRu; Ru 


similares. 
el ejemplo 6.2 y el ejercicio 6.1 b). 


65 ¿Es de orden la relación R definida en el conjunto C=} 
subconjunto siguiente de CXC: 


Ules a), (a,b), (b, b), (b, e), (6,0), (631? 
lA_-<—424+4+KÉKX— 


Así como las relaciones de equivalencia permiten clasificar los conjuntos, 
las de orden permiten establecer una ordenación entre sus elementos. 

“Comparando los ejemplos 6.1 y 62 observamos que, dados dos números 
paturales, siempre uno de ellos es menor o igual que el otro. En cambio, 
dados dos elementos de N°, puede ocurrir que ninguno de los dos sea múl- 
siplo del otro. Por ejemplo, 3 no es múltiplo de 4, ni 4 lo es de 3. Nótese 
que los elementos de N quedan totalmente ordenados por la relación <. En 
cambio, los elementos de N* no quedan ordenados totalmente por la relación 
es miltiplo de, ya que hay parejas de números, como 3 y 4, que no son com. 
parables por esta relación. Por ello se dice que la relación del ejemplo 62 
ordena parcialmente al conjunto N°. 
+ Derisición 62: Una relación, R, de orden, entre los elementos de un 
conjunto C, diremos que es de orden total si para cualesquiera elementos, 
2 y b, pertenecientes a C, se verifica una de estas dos proposiciones (o ambas): 


aRb) obin [bRa]| 


En caso contrario, es decir, cuando existen elementos, a y b, pertenecientes 
aC, tales que a Rb y b Ra, se dice que la relación de orden R es' de orden 


parcial. 


EJERCICIOS 
6.6 Diga si las relaciones de orden de los ejercicios 6.1, 62, 6.3 son de orden 
parcial o total. 


67 Defina la relación que permite ordenar las palabras de un diccionario. ¿Es 
de orden parcial o total? 


7. Las relaciones en la Escuela Primaria 


Ya hemos visto cómo una relación de equivalencia entre los elementos de 
un conjunto da lugar a una clasificación en ese conjunto. Esto tiene una im- 
portancia fundamental, pues la Ciencia, en general, no estudia objetos, sino 
clases de objetos, Por ejemplo, la Zoología no estudia a cada animal en par- 
ticular, sino clases de animales: la clase gato, la`clase perro, etc. En este caso, 
cada clase está formada por animales que tienen unas ciertas características 
similares, es decir, por animales relacionados en una cierta relación de equi- 
valencia. 

Cuando el niño comienza a hablar y designa a varios objetos distintos con 
la misma palabra (mesa, por ejemplo), está clasificando a los objetos, es decir, 
establece relaciones de equivalencia, considerando de una misma clase a aque- 
llos objetos que tienen unas ciertas características comunes. 

A la vista de estas observaciones, se comprende que el estudio que hemos 
efectuado del proceso de clasificación será útil al maestro no sólo en la clase 
de Matemáticas. 

Por supuesto, el niño, y el adulto, pueden realizar clasificaciones, en casos 
sencillos, sin necesidad de estudiar relaciones de equivalencia, lo mismo que 
pueden hacer la digestión sin necesidad de saber en qué consiste científica» 
mente este proceso. Pero cuando se trata de establecer clasificaciones en casos 
no tan simples, como, por ejemplo, en un conjunto infinito, hay que dar en él 
una relación de equivalencia. 

Una posible situación que induce al niño a efectuar clasificaciones es la 
sugerida por la figura 10.1 del $ 2. El mismo conjunto de discos, cuadrados, 
estrellas, etc., puede ser clasificado de distintos modos, según se atienda al 
color, forma, etc., es decir, según cuál sea la relación de equivalencia, 

En cuanto a relaciones de orden, los conceptos de mayor y menor en el 
conjunto de las tiras de papel (materialización del conjunto de Tos segmentos) 
pueden introducirse desde la Escuela Maternal. El orden de los niños en la 
clase sugiere otro ejemplo de ordenación total. La relación es superior a en 
el conjunto de los militares sugiere un posible ejemplo de relación de orden 
parcial. Otra situación que sugiere la ordenación parcial es la relación es ante- 
cesor de en el conjunto de las personas. 

Insistiendo en la conveniencia de no separar, a nivel escolar, las distintas 
partes de la Matemática, puede introducirse, a propósito de relaciones de or- 
den, la ordenación en la recta: en el conjunto de los puntos de la recta pueden 
darse dos ordenaciones recíprocas, cada una de las cuales queda definida 
por un par ordenado de puntos. 


Pueden encontrarse otras muchas situaciones para introducir las relaciones en 

el libro: 

T. J. FLercuea, L'Apprendissage de la mathématique aujourd'hui, O.C.D.L, París, 1966. 
páginas 201-225. 
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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 5 


1. Leyes de composición 


+ EjempLO 1.1: Consideremos el conjunto N=(O, 1, 2, 3, ...) de los nume- 
ros naturales. Notemos que a cada par de números naturales la suma le hace 
corresponder otro número natural. Por ejemplo: 


+ 
0) — 5 
Recordando que: 
Q3ENN y SEN 
des 
podemos decir que la suma de fiúmeros naturales es una aplicación del con- 


junto producto NxN en N. Por ello diremos que la"súma- de números na- 
turales es una ley de composición interna, en. N. 


* EjemPLO 1.2: Dado un conjunto E, consideremos el conjunto @(E), de las 


Figura 1.1 


osubtanjuntes 
partes de E, y recordemos que si A y B son dos partes de E, también su in- 
tersección es otra parte de E, es decir: 


ACE y BCE implican AMBCE 


dicho de otro modo: 


AEO() y BEGE) implican ANBEO(E) 
de eanjantoa 
Diremos que la intersección es una ley de composición interna en G(E), ya 
que a cada pareja (A, B), de partes de E, le asoel d Parte de Ez «saberi 


al coujunty de tedas los elementos de E que pertenecen 2 A ya $ 


(4,8) ———> ANB 


es decir, la intersección de Partes de E es una aplicación de G(E)xG(E) en 
0(E), pues 
(A, B) E GE) x01E) 


En la figura 1.1 se esquematiza, mediante un diagrama de Venn, lo que 
se acaba de hacer notar. 
ra mas lara ade E ae A A 
y la aplicación que “asocia a cada pareja de puntos’ él punto medio del seg- 
mento, cuyos extremos son esos dos puntos. 

Así, en la figura 1.2, se tiene: 


1,0) — M 


Figura 1.2 


Como P y Q son elementos del conjunto Il, la pareja (P,Ọ) pertenecerá 
al conjunto producto IxT, luego esta correspondencia es una ley de compo- 
sición interna en el conjunto T], ya que es una aplicación: 


nn => n 


* DEFINICIÓN 1.1: Dado un conjunto C, se llaman leyes de composición in- 
terna en C-a-las aplicaciones de C xC en C, es decir,-«e las correspondencias 
que“asocian-a cada pareja de elementos de C -etré elemento de C. 
Las leyes de composición interna se llaman también operaciones internas. 
Cada operación se designa mediante un signo convencional. Así, en el 
ejemplo 1.1, para indicar que: 


2,3) 55. se escribe 2+3=5 
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adición ,nolmeros 


+ decir, + es signo convencional de la" Sum de naturales, Asimismo, el sig- 
zo convencional de la intersección es N. Análogamente, en el ejemplo 13, 
para indicar que: 

(2,0) ——= M podemos escribir P+Q=M 


lo que puede leerse P compuesto con Q, o bien P compuesto Q, igual a M. 
Por tanto, el signo convencional de la operación del ejemplo 1.3 es +. Otros 
signos convencionales muy utilizados, para representar abreviadamente a las 
“operaciones internas, son: |, o, T, etc. 

* EjemPLO 14; Sea N el conjunto de los números naturales y (0) el con- 
junto unitario cuyo único elemento es el número cero, y consideremos el 
conjunto diferencia 

N*=N-(0) 


que también puede escribirse en la forma 
Cu(0) 


ya que (0) CN, es decir, el conjunto 
N=(1,2,3,4 aa) 


de los números naturales, excepto el cero. A cada dos elementos de N* po- 
demos asociar su máximo común divisor. Así: 

02,18) — 6 cs 
E i tg EN Sa m aane pnl dira pl 
imo común divisor, se puede 
'Opéración interna o una ley de 
a en B El signo convencional utilizado para expresar el máximo 
común divisor es A. Así, se escribirá: 


12A18=6 o bien m.c.d.(12,18)=6 


* ErempLO 1.5: Consideremos el conjunto finito E=(i, j, k} y, en él, la ley 
de composición dada mediante la tabla de la figura 1.3. Designaremos a esta 
ley de composición por el signo convencional o. La referida tabla expresa que 


k 


=> k es decir, que io 
jue resulta de componer è conj, es deve, 
© sea que el elemento ioj, se encuentra en la intersección de la fila ê con la 
columna j de la tabla de la figura 13. Análogamente 


iok: 


koi=zi; koj=i; etc. 


Figura 13 


Las tablas de este io, para dar lees de composición en un conjunto, se 
llaman tablas de composición. 


* EJEMPLO 1.6: Consideremos la sustracción en el conjunto N, de los nú- 
meros naturales. A la pareja (5,2) la sustracción le- asocia' 3: 


pero a la pareja (2,5) no le 


ya que la diferencia de 2 y 5 no es ningún número natural, sino el número 
entero —3. Por tanto, la sustracción de números naturales no es una aplica- 
ción de NxN en N, por lo que la sustracción wo es una operación interna 
en N. 

Para expresar que el resultado de una operación entre dos elementos cua- 
lesquiera de un conjunto es otro elemento del conjunto se dice también que 
el conjunto es cerrado respecto de la operación, en vez de decir que la ope- 
ración es interna en ese conjunto. Así, el conjunto N es cerrado respecto 
de +, pero no lo es respecto de —. 


EJERCICIOS 
1.1 Comprobar si son operaciones internas: 
a) la multiplicación de números naturales; 
b) la unión de partes de un conjunto; 
c) la división de naturales; 
d) el mínimo común múltiplo en el conjunto N* del ejemplo 1.4; 
€) la potenciación de naturales: 


(eb) «e 
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in a o ca NA 
dividir el primero por el segundo; 
a) la radicación de naturales: 


(9>v 
h) la sustracción en el conjunto de los enteros 
-2, -1,0, 1, 
1.2 Ponga otros ejemplos de leyes de composición interna. 


13 ¿Es cerrado respecto de la suma el conjunto (0,1)? ¿Lo es respecto del 
producto? Formar la tabla de composición. 


2. Algunas posibles propiedades de las leyes 
de composición 


* DEFINICIÓN 21; Dado un conjunto C, diremos que una ley de composi- 
ción -œ en ii ioa, 'Sí 38 verifica: 


(a+ b)=c=a+(bec) 
cualesquiera que sean los elementos a, b, c pertenecientes al conjunto C. 
* Ejemplos: La suma de números naturales es asociativa, es decir, para 
cualesquiera números naturales a, b, c se verifica: 

(a+b)+c=a+(b+c) 


Análogamente, como ya se viop la unión de partes de un conjunto es aso- 


Figura 21 


ciativa. En cambio, la operación interna del ejemplo 1.3 no es asociativa, 
pues considerando los puntos P, O y R de la figura 2.1 se tiene: 
(P+Q)+R— P=(Q+R) 
Me*R PENON 


mas 


EJERCICIOS 


b) sustracción de enteros 


c) “máximo común divisor en N* 

d) potenciación de naturales 

€) ley de composición del ejemplo 1.5 

f) diferencia simétrica en el conjunto de partes de un conjunto E. 
22 Considere otras leyes de composición y estudie si son asociativas. 


23 Considere un conjunto finito y establezca en él una ley de composición, 
mediante una tabla, como se hizo en el ejemplo 1.5, pero de modo que 


sea asociativa, 


Como consecuencia de la propiedad asociativa, puede escribirse: 
44345 


es decir, tiene sentido hablar de suma de tres, o más, sumandos, ya que es lo 
mismo efectuar 


(4+3)+5 que 4+(3+5) 


En cambio, la operación interna del ejemplo 13 no es asociativa, por lo 
que no tiene sentido escribir 


P+Q+R 
ya que, en la mayoría de los casos, es distinto calcular 
P+(Q+R) que (P=Q)+R 


como se ha visto en la figura 2.1. Por tanto, cuando no hay asociatividad, 
no se puede prescindir de paréntesis. En los casos de operaciones no asocia- 
tivas, los paréntesis indican el orden en que deben efectuarse las operaciones, 


EJERCICIOS 
24 ¿En qué orden hay que efectuar las operaciones en 
(AS 


Verifique lo indicado sobre una figura análoga a la figura 2.1. Haga lo 


mismo para 
(P-0)=(R=S) 


25 Si en un conjunto N* se tiene una operación interna A asociativa, probar, 
como consecuencia de la propiedad asociativa, que 
CABANAS ABAAA) 


aplicando reiteradamente la referida propiedad. 
16 Recordando que si a y n son números naturales, se define la potencia: 


| greee a (vey paa n>1 
| e=1 


probar la conocida ley de exponentes 


enzo] annen 


como consecuencia de la propiedad asociativa. 


* DEFINICIÓN 
ción or. en C," 


un conjunto C, diremos que una ley de composi- 
p S berifica: 


asb=bsa 


cualesquiera que sean los elementos a, b pertenecientes al conjunto C. 


* EjepLOS: El producto de números naturales es conmutativo, es decir, 
cualesquiera que sean los números naturales a y b, se verifica; 


ab=ba 
Asimismo, la intersección conjuntista es conmutativa. En cambio, la sus- 
tracción de enteros es una operación interna no conmutativa: 
5-2%2-5 


EJERCICIOS 


27 Comprobar si las siguientes operaciones son conmutativas: 


nimer 


8i 


2.8 Considere otras leyes de composición y estudie su conmutatividad. 

29 Considere el conjunto finito E=(0,b,c,d) y establezca en él una ley de 
composición, mediante una tabla, de modo que sea conmutativa, 

Observe, en el ejercicio anterior, que la conmutatividad se refleja en la tabla 

en el hecho de que los elementos simétricos en una cierta simetría (en el 

sentido del ejemplo 1.4 del $ 4) coinciden. ¿Cuál es esa simetría? 

2.11 Utilice las propiedades conmutativa y asociativa del producto de naturales 
para probar la conocida ley de exponentes: 


(aby=wb | a,b,c EN 


2. 


Considerando la suma de números naturales, observamos que el número 
natural cero posee la propiedad: 


a+0=0+a=a 


cualquiera que sea el número natural a. Por ello diremos que el cero es el 
elemento neutro de la suma de naturales. 
Análogamente, en el conjunto (E) de las partes del conjunto E, se tiene 


AUØ=ØUA=A 


cualquiera que sea la parte A C E. Por ello diremos que 2 es el elemento neu- 
tro de la unión conjuntista. 

+ DEFINICIÓN 23: Dado un conjunto C y, en él, una ley de composición, + 
diremos que el elemento e E C es su elemento neutro, si se verifica 


era=ase=a 


cualquiera que sea el elemento a € C. 

No todas las leyes de composición tienen elemento neutro. Por ejemplo, 
la operación del ejemplo 1.3 no posee elemento neutro, pues no existe ningún 
punto X, tal que el punto medio del segmento XA sea A, cualquiera que sea 
el punto A. 


EJERCICIOS 
2.12 Encontrar el elemento neutro, si existe, para las siguientes operaciones 
internas: 


a) producto de números naturales 
b) intersección de partes de E > 
c) mínimo común múltiplo en N* 

d) máximo común divisor en N* 
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de 
composición conmutativa y en que e sea el elemento neutro, ¿Cómo se 
refleja este hecho en la tabla de composición? 


Surge ahora la pregunta de si pueden existir varios elementos neutros, 
gara una misma operación en un conjunto. La respuesta viene dada por la 


siguiente 
= proposición 2.1: Si el elemento neutro existe, es único. 

Demostración: Para probar que no hay más que un neutro, supongamos 
que el elemento e sea neutro para la operación e, en el conjunto C, y que 
sl elemento g sea también neutro, y demostremos que entonces e y g han 
de coincidir. Para ello consideremos 

erg 
Se tiene 
esg=8 
por ser e elemento neutro, y, por otra parte 
e=esg 


por ser g elemento neutro. Por tanto, 
e=8 


3. Semigrupos 


+ EemPLo s.l: La suma de números naturales es una operación interna y 
asociativa. Por ello decimos que el conjunto N de los números naturales po- 
ses estructura de semigrupo respecto de la operación uma, o bien que (N, +), 
S ún semigrupo. 

+ EjempLO 3.2: En el conjunto (E), de las partes de E, la intersección es 
na operación interna y asociativa. Por ello diremos que O(2) tiene estruc 
Es de Ao, de la intersección, o bien qué [0(E),), es un” 


¡ción 3.1: Si en un conjunto C, no vacio, está definida una opera- 
ción +; intema y asociativa, diremos que el conjunto C posee estructura de, 
caro napero. de porción a 0 Din. GIO DER EDA 


8 


Notemos que x Semigrupo no es el conjunto, sino el conjunto respecto 
de la operaci semigrupo (N, -), de los números naturales respecto 
de la operacii es es distinto del semigrupo (N, +), de los números 
naturales respecto de la operación' suma, aunque el conjunto N sea el mismo 
en ambos casos, 


EJERCICIOS 


3.1 Comprobar si los siguientes conjuntos tienen estructura de semigrupo res- 
pecto de las operaciones que se indican: 
a) conjunto de partes de E respecto de la unión 
b) ontos area de ja gage; decir (Z, +) abreviadamente 
€) N* respecto del ELA . Abreviadamente: (N*, A). 
E ronpecta del minimo común múltiplo. Abreviadamente: ( 
9 
D 
D . 
h) 0(E) respecto de la diferencia simétrica. Abreviadamente: [®(F), 3). 
D (Z, sustracción). + 
* D) Polinomios, +). 
k) (Enteros pares, +). 
ID (Enteros impares, +). 


3.2 Busque otros ejemplos de semigrupos. 


© DeriNICIÓN 3.2: Si en un semigrupo, (C, s), la operación + posee además 
la propiedad conmutativa, el semigrupo se llama conmutativo. 


* EJEMPLOS: (N, +) es un semigrupo conmutativo, En cambio, la aplicación 
que asocia a cada pareja ordenada (A, B), de puntos del plano, el segundo de 
ellos B, es una operación interna asociativa, pero se ve inmediatamente que 
este semigrupo no es conmutativo. 

Se puede también decir semigrupo abeliano en vez de semigrupo conmu 
tativo, en memoria del matemático noruego ABEL (1802-1829). 


EJERCICIO 
3.3. Entre los semigrupos que ha encontrado en el ejercicio 3.1 señale cuáles son 
conmutativos, =- 


z 


$ DEFINICIÓN 33: Si en un semigrupo (C, +) la operación « posee elemento 
estro, el semigrupo se dice con elemento neutro, der, (0,1) es enteras 
Eemigrupo ton demente nea 
= LOs: (N, +) es un semigrupo con elemento neutro. En cambio, el 
semigrupo de los números “haturales-respecto de la ley de composición que 
asocia a cada pareja de“hatufales-el mayor de ellos, o el mismo, si son iguales, 
2o posee elemento neutro. 

Un semigrupo puede ser conmutativo y sin elemento neutro y recípro- 


emite de 
En Ela a dea Sada y 
Esp 3 
EJERCICIOS 
3.4 Entre los semigrupos que ha encontrado en el ejercicio 3.1 diga cuáles poseen 
elemento neutro. 
35 Comprobar el conjunto (1, —1) posee estructura de semigrupo conmuta- 
tivo y con "neutro, respecto de la operación producto. 
Cuando la, operación, es la Sumar el. semigrupo suele amarse -aditi 
ón, es la Suma, el semi le ivo y 
cuando es leto'se llama multíplicativo. Así, se puede decir el semi- 


“grupo aditivo de los múmeros naturales en vez de el semigrupo (N, +). Aná- 
Togamente, ôl semigrupo (N, +) se le llama el semigrupo multiplicativo de los 
múmeros naturales, 


Al elemento neutro de un semigrupo aditivo se le suele llamar también 
elemento cero, ya que el cero es el neutro de la “suma, y al elemento neutro 
de un semigrupo multiplicativo se le lama también elemento unidad, por ser 
el uno el neutro del-produetosla mtir 


4: Grupos 


æ EjmupLo 4.1: En el semigrupo aditivo de los enteros (Z, +), cuyo ele- 
mento neutro es el cero, observamos que: 


3+(-3)=0; — (-7)+7=0; 


1+(-1)=0; — 0+0=0 


Por ello diremos que —3 es el simétrico de 3, pues su suma es el ele- 
mento neutro. Análogamente, 7 es el simétrico de —7, etc. Cada número 
entero tiene un simétrico respecto de la suma. 

+ EjemPLO 42: Consideremos el semigrupo multiplicativo de los números 
enteros, cuyo elemento neutro es el uno. Como (—1)-(-1)=1, diremos que 
el simétrico de —1 es —1. Análogamente, el simétrico de 1 es 1, pues 1-1=1. 
Ningún otro entero posee simétrico, respecto del producto, pues, por ejemplo, 
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el simétrico de 3 sería el número entero cuyo producto por 3 fuera 1, y tal] 
número entero no existe, 


* EjempLO 43: Consideremos el conjunto de los números racionales 
13 
+ 


y observemos que (Q, +) es un semigrupo conmutativo con elemento cero. 
Notemos que cada elemento posee simétrico: 


* Ejempto 4.4: Dado el conjunto E, consideremos el semigrupo [0(£), U). 
cuyo elemento neutro es ©). Dado un conjunto A € G(E), no existe, en gene- 
ral, otra parte de Ë cuya unión con A sea ©. Concretamente, si A (2, en- 
tonces A no posee simétrico. 

* DEFINICIÓN 4.1; Dado un conjunto C y una operación +, entre sus ele- 
mentos, que posea elemento neutro, e, se llama elemento simétrico del ele- 
mento aEC al elemento d €C tal que 


ard=d+a=e 


Cuando la operación + sea conmutativa, bastará escribir 


asd=e 


ya que entonces 


asd=d sa 


Nótese que el simétrico de a se ha designado por d’. 


+ EjemeLo 45: En el conjunto E={e, a, b} consideremos la operación dada 
por la tabla de la figura 4.1. (E,T) es un semigrupo conmutativo cuyo ele- 


esto neutro es e. Los elementos a y b son simétricos, pues: 
aTb=e 


“suma, al elemento simétrico se le suele llamar 


es la 
E a oque de 4 a A ea el senizpo 2 +), Canido la ope: 
simétrico se le llama inverso. Así, en el ejemplo 42 
inverso de —1 es —1 y los restantes enteros no tie- 


= Dernyción 42: Si en un conjunto C, no vacio, está definida una opera- 
5 iativa, con elemento neutro y tal que cada elemento de C 
'pusez sun simétrico, diremos que C posee estructura de grupo respecto des, 
EE iic, o e i ipo: 
= Ewros: (Z, +) es un grupo, según se ha visto en el ejemplo 4.1. 
(Q, +) es un grupo, según se ha visto en el ejemplo 43, 
(E, T) es un grupo, según se ha visto en el ejemplo 4.5. 
(Z, +) no es grupo, según se vio en el ejemplo 4.2, pues no 
andes los enteros poseen inverso. 


| Nótese que un grupo es un semigrupo con elemento neutro, en el que cada 
[ento posee un simétrico. 

= Dermición 43: Un grupo (C, +) se dice conmutativo o abeliano si la ope- 
barón + posee la propiedad conmutativa. 

= EjeurLo 4.6: El conjunto Q de los números racionales posee estructura 
de semigrupo respecto del producto. Su elemento neutro es + En otras pa- 
laicas, el semigrupo multiplicativo de los números racionales tiene por ele- 
(iento unidad el + ¡Veámios eireñto semigiupo” es grapos 


ELGER 7 


el inverso de (5 es 
( 


8 ( 
PA 

Eol: núriero: racional, cero, es- decir > no posee inverso, pues no existe 
singún número racional que multiplicado por 2 dé ES Como hay un nú- 
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mero racional que no tiene inverso, (O, +) no es grupo. Consideremos el con: 
junto 
0*=0-10)=C.L0) 


de los números racionales, excepto el cero. Es inmediato ver que (Q*, +) es 
un grupo. Como el producto de racionales es conmutativo, este grupo es abe- 
liano. 

+ EjemPLo 47: El conjunto (E) es un semigrupo conmutativo respecto de 
la diferencia simétrica A. Su elemento neutro es Ø. Nótese que cada parte, 
A, de E, posee un simétrico, el mismo A, por lo que [0(£),A] es un grupo 
conmutativo. 


¡_—____ 2 <> 
EJERCICIOS 


4.1 Comprobar si los conjuntos considerados 
tura de grupo, respecto de las operaciones 

4.2 Busque otros ejemplos de grupos. 

43 Considere el conjunto finito G=(0, b, c, e) y defina en él una operación «, 
mediante una tabla de composición, de modo que (G, +) sea un grupo con- 
mutativo, cuyo elemento neutro sea e. 

444 Dado el conjunto E=(0,b,c), consideremos el conjunto de las biyecciones 
de E en E. Teniendo en cuenta la definición 8.1 y el ejercicio 8.1 del $ 3 
se tiene que el conjunto (E) es cerrado respecto de la composición de apli- 
caciones, es decir, la composición de dos biyecciones es otra biyección. Com- 


el ejercicio 3,1 tienen estruc» 
je se indican. 


pruebe que: 

a) la composición de biyecciones es asociativa, por lo cual ya estamos ante 
t e 

b) la aplicación idéntica, del ejemplo 7.2 del $ 3, es el elemento neutro de 
este semigrupo; 


e) cada elemento de este semigrupo posee un simétrico, que es precisamente. 
la correspondencia inversa; 
d) el grupo así construido, de las biyecciones de E, es no conmutativo. 
45 Compruebe que en el ejercicio anterior puede sustituirse E por un conjunto 
arbitrario X, sin que varíe ninguno de aquellos resultados. 


Cabe preguntarse si en un grupo un elemento puede tener varios simé- 
tricos, a lo que responde la siguiente 


*- Proposición 4.1: En un grupo (C, +) cada elemento posee un único si 
métrico, 


Demostración: Sea g € C. Supongamos que £ es simétrico delg y que €” 
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ss también simétrico de g. Bastará probar que entonces g' y g” han de coin- 


ir: 
y EZ por ser e el elemento neutro 


e ser g” simétrico de g 
zÉ “or ser e el neutro 


O E 
EJERCICIOS 


46 Repita la demostración anterior para un grupo aditivo, es decir, pruebe que 
cada elemento de un grupo aditivo posee un único opuesto. 


47 Pruebe que cada elemento de un grupo multiplicativo tiene un único elemento 
A 


Nótese que la notación, aditiva o multiplicativa, es indiferente, Lo esen- 
al es la estructura de grupo. Por convenio, no se utiliza la notación aditiva 
para grupos no conmutativos. 


5. Subgrupos 


* Ejemplo 5.1: Sea P el subconjunto de Z formado por los enteros pares, 
es decir, sea 
} 


Observemos que (P, +) es un grupo. Es decir, el conjunto P es un sub- 
conjunto de Z y además posee estructura de grupo respecto de la misma ope- 
zación, +, que Z. Por ello decimos que (P, +) es un subgrupo de (Z, +). 

+ EjemLO 5.2: Sea (Ọ°,+) el grupo multiplicativo de los números raciona- 
les, excluido el cero. Consideremos el subconjunto de Q* siguiente: 


1 
Sa 
Observemos que S es cerrado respecto del producto, es decir, que el pro- 


ducto de dos elementos de S es otro elemento de S. Es inmediato verificar 
que (S, +) es un grupo. Por ello diremos que (S, +) es un subgrupo de (0*, +). 


+ DEFINICIÓN 5.1: Dado un grupo (C, +), si S es un subconjunto, no vacío, 


P= 


-2,0,2, 4,6, 
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de C, que tiene estructura de grupo respecto de la misma operación +, que C; 
decimos que (S, +) es un subgrupo de (C, s), o abreviadamente que S es un 
subgrupo de C. 

No todos los subconjuntos son subgrupos. Así, el subconjunto E=(0,1) 
del conjunto Z no es subgrupo de (Z, +), pues 1+1=2E E, es decir, + no 
es una ley de composición interna en E, O sea, el conjunto E no es cerrado 
respecto de la suma. 


EJERCICIOS 
5.1 Comprobar que el conjunto unitario formado por el elemento neutro de un 
grupo es un subgrupo respecto de la operación del grupo, 


5.2 En el conjunto A=(m, m, p, q) se define la operación © mediante la tabla 
de la figura 5.1. Resuelva las siguientes cuestiones 


Jagge 


a) Compruebe que (4,©) es un grupo. ¿Cuál es su elemento neutro? 
b) Compruebe que el subconjunto M=(m, n) de 4 es un subgrupo de (4, ©). 
¿Es (p,a) subgrupo? ¿Lo es (m, q)? 

53 Compruebe que el subconjunto (9, E) de (E) es subgrupo de [0(E), S). 

5.4 Observemos que el conjunto C=(1, —1) posee estructura de grupo respect 
del producto, es decir (C, -) es grupo. Por otra parte CCZ y se pregunt 
des (C, -) un subgrupo de (Z, +)? 

5.4 Defina los subsemigrupos cambiando la palabra grupo por la palabra semi- 
grupo en la definición 5.1. Busque ejemplos de subsemigrupos, teniendo en 
cuenta que todo grupo es semigrupo. 

5.5 Dado el semigrupo [9(£), 0] y supuesto que FC E compruebe que [9(%), N] 
es un subsemigrupo de [9(E), A). 

5.6 Compruebe que la intersección de dos subgrupos, de un mismo grupo, es 
otro subgrupo. 

5.7 Comprobar que el conjunto de los enteros que son múltiplos de tres es un 
subgrupo de (Z. +). 


Si se desea profundizar en el estudio de grupos, puede verse el libro: 
W. LEDERMANN, Grupos finitos, ed. Dossat, Madrid. 


% 


6. Homomorfismo e isomorfismo 


= EJmpLo 6.1: Recordemos que (Z, +) es un grupo y, por tanto, un semi- 
grupo. También (N, +) era un semigrupo. Consideremos la aplicación: 


e:Z—N 
que asocia a cada número entero su cuadrado. ASí: 
e5)=25 lo que se lee cuadrado de 5 igual a 25 
Del mismo modo: 
A-2=4; d6=36; d0)=0; d-l)=l; 

Consideremos dos elementos del conjunto de partida de la aplicación an- 

terior. Sean, por ejemplo, 2 y 3. Sumémoslos, en primer lugar: 
2+3=5 
y, en segundo lugar, pasemos de este resultado a su imagen en la aplicación c: 
24+3)=05)=25 


“Ahora, por el contrario, comencemos pasando de los números 2 y 3 a sus imá 
genes en la aplicación c: 
| add; 3)=9 
y, a continuación, sumemos dichas imágenes: 
AD +3)=4+9=13 
Se observa que si sumamos 2 y 3 y después pasamos a la imagen en c, obte- 
Semos el resultado 25, distinto del resultado 13, obtenido si, al contrario, en 


| grimer lugar pasamos a las imágenes de 2 y 3 en la aplicación c y después 
“sumamos dichas imágenes. En la figura 6.1 se esquematiza esta conclusión: 


a 


Resumiendo, se tiene que: 


ADA + A3) 
5) E es y 
25 KN 


es decir, si sumamos y después elevamos al cuadrado el resultado, se obtiene 
un número distinto del que se obtiene si elevamos al cuadrado ambos nú- 
meros y después se suman los resultados. Esta conclusión ya era conocida, 
pues se sabe que 
(a+bP=a+b+2ab 
es decir: 
(a+ DPL Re 


* EJEMPLO 6.2: Ya sabemos que (Z, +) es un semigrupo. Por otra parte, del 
ejemplo 5.1 se deduce que (P, +) es también” semigrupo. Consideremos la 
aplicación | 
d:z — P 

que asocia a cada entero su doble. Así: 
dí3)=6 que se lee doble de 3 igual a 6 | 


Análogamente 
d(4)=8; d(5)=10; d(-2)= 


Dados dos elementos, 2 y 3, del conjunto de partida, Z, de la aplicación di 
si se realiza el mismo proceso del ejemplo 6.1, se tiene: lI 
' 
| 
| 
| 


d)=2; d0)=0 | 
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decir, si sumamos los números 2 y 3 y después pasamos al doble, se ob- 
Sene el mismo resultado que si pasamos al doble de los números 2 y 3 y 
| Šego sumamos. Si sustituimos 2 y 3 por dos enteros cualesquiera, a y b, el 
| anterior sigue siendo cierto, es decir, se verifica 
| | dia+b)=dia) +a) | 

ARAN 
m que 


[ Bor ello diremos que la aplicación d:Z —> P es un homomorfismo de (Z, +) 
= (P, +). 
En cambio, la aplicación c:Z —> N del ejemplo 6.1 no era homomorfis- 
=o, ya que 
| 243) d2) +3) 


según vimos. 
| * Ejemplo 63: Dado el semigrupo multiplicativo de los números natura- 
des, es decir, el semigrupo (N, »), consideremos la aplicación: 


cN — N 
consistente en elevar al cuadrado. Asi: 
q=4; a3)=9; dl)=1;  c0)=0; 
Consideremos, en particular, los números 3 y 2. Multipliquémoslos: 
2-3=6 


y después pasemos de 6 a su imagen en c: 
(6) =36 


día+b)=2(a+b)=2a+2b=d(a)+d(b) 


Si ahora, por el contrario, pasamos, en primer lugar, de los números 2 y 3 
a sus imágenes en la aplicación c: 
dd=4; (3)=9 
y, a continuación, multiplicamos dichas imágenes, obtenemos: 
2)-a(3)=4.9=36 


En resumen, se tiene: 


3 


y, en general, si se sustituyen 2 y 3 por dos naturales cualesquiera, a yb, se 


verifica: 
| ela-b)=c(a)-0(b) 


por lo que la aplicación c:N ———> N es un homomorfismo de (N, +) en 
(N, -); lo que, en este caso, es tanto como decir que el cuadrado del 
ducto de dos múmeros naturales es igual al producto de sus cuadrados. 


EJERCICIOS 
6.1 Pruebe la última expresión escrita. 


6.2 Construya un esquema similar al de la figura 6.2, pero que se adapte al 
del ejemplo 6.3. 


* EjupLo 64: Consideremos el semigrupo aditivo de los números nat 
rales, no nulos, es decir, el semigrupo (N*, +). Sea P el conjunto de 
enteros pares. Es inmediato verificar que P es un semigrupo multiplica 
es decir, que (P, +) es un semigrupo. Sea la aplicación: 


ent — P 

distinto ded 
que asocia a cada número natural n el número par 2". Así: 
e)=8=2:22=8; el =28=I6; edD=2=2; 

Consideremos, en particular, los números 4 y 3. Sumándolos tenemos: 
4437 
Pasemos ahora de 7 a su imagen en e: 

e(7)=8'=2.2.2:2:2-2-2=128 


Si ahora, por el contrario, pasamos, en primer lugar, de los números 
y 3 a sus imágenes en e: 


eA)=16;  e3)=8 
y a continuación multiplicamos dichas imágenes, se obtiene también 
16-8=128 


En resumen, se tiene: 


Figura 63 


En general, si sustituimos 2 y 3 por dos números naturales cualesquiera, 
a y b, se tendrá 


ela+b)=ela)-e(b) 


EJERCICIO 
63 Pruebe que este resultado Sigue del ejercicio 2.6 del $ 5. 


El resultado anterior se prueba diciendo que la aplicación e:N* —> P 
del ejemplo 64 es um homomorfismo de (N*, +) en (P, +) 


+ DerinIciÓN 6.1: Dados dos semigrupos 
(Ce) y (5,0) 
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diremos que una aplicación 
h:C—=> E 


es un homomorfismo de (C, +) en (E, ©), si se verifica 
hla + b)=hia) © hib) 


cualesquiera que sean los elementos a y b, pertenecientes a C. 


EJERCICIOS 
64 Estudiar si las siguientes aplicaciones, entre los semigrupos que se indi 
-son homomorlismos: 


zon heromortiamos. 


INN que asocia a cada número natural su triplo: 


h 
n3 para todo a EN 


¿es un homomorfismo de (N, +) en (N, +)? 
b) la aplicación /: N—>N que asocia a cada número natural su cubo: 


a) la aplicació 


+ 
n>n) para todo nEN 


¿es un homomorfismo de (Y, +) en (N, -)? 
+) la aplicación g:N—>N que asocia a cada múmero natural su cubo: 


: 
n>m para todo n €N 


¿es un homomorfismo de (N, -) en (V, -)? 

65 Sea un conjunto cualquiera E, Sabemos que el conjunto O(E), de las 
de E, tiene estructura de semigrupo respecto de la operación unión y 
pecto de la operación intersección también. Probar que la aplicación: 

10) > 065) 


que asocia a cada parte de E su complemento en 


aba 
es un homomorfismo del semigrupo [S(E),U] en el semigrupo [9(E), 
Ayúdese del enunciado del ejercicio 9.5 del $ 2 para ello. 
6.6 Si la aplicación h:G—>G' es un homomorfismo del semigrupo (G, +) en 
semigrupo (C', +) y se verifica que: 


la imagen del elemento «EG es el elemento a" EC! y 
la imagen del elemento b EG es el elemento b €G, 


¿cuál es entonces la imagen del elemento a+b? 


En la definición 6.1 se puede sustituir la palabra semigrupo por la palabra 
lazo, con lo que se tienen definidos los homomorfismos de grupos. 


$ Ewros: En el ejemplo 62 el semigrupo (Z, +) es grupo. También lo 
ls dl (P, +). Por tanto, la aplicación d:Z ———> P, allí definida, es un 
Iemomoríismo del grupo (Z, +) en el grupo (P, +). En cambio, el homomor- 
E= del ejemplo 63 no es un homomorfismo de grupos, sino solamente de 
Bemigrupos, ya que el semigrupo (N, +) no es grupo. 


€ -——R 


Elercicios 


3 Comprobar si los homomorfismos de los ejercicios 6.4 y 6.5 son homomor- 
fismos de grupos. 

48 Compruebe, en los ejemplos y ejercicios anteriores de homomoríismos, que 
la imagen del elemento neutro del semigrupo de partida es el elemento 
neutro del semigrupo de llegada. ¿Será esto cierto en general? (Se supone 
que ambos semigrupos tienen elemento neutro.) 

49 Compruebe que, en los homomorfismos de grupos de los ejemplos y ejerci- 
cios anteriores, la imagen, en el homomorfismo del elemento simétrico de 
uno dado, coincide con el simétrico de su imagen en el homomorfismo. ¿Es 
generalizable este resultado? 

S39 Dado el grupo (C, :) del ejercicio 5.4 y el grupo (4,0) del ejercicio 5.2, 

aplicación 


hC A 


Wam; Mi 


es un homomorfismo del grupo (C, -) en (4, ©). 
EIl Dado el homomorfismo 
f4 B 


de (4, +) en (B, +) y el homomorfismo 
BC 


de (B, +) en (C, +), comprobar que la aplicación compuesta 
sae 


es también un homomorfismo, de (A, +) en (C, +). 


= DEFINICIÓN 6.2: Los homomorfismos que, a su vez, son biyecciones se 
Sønan isomorfismos. 
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*- EjemPLos: El homomorfismo del ejemplo 6.2 es una aplicación biyectiva, 
por lo que es un isomorfismo. En cambio, el homomorfismo del ejemplo 63 
no es biyección, por no ser suprayección. Por ello este homomorfismo no es 
isomorfismo. 


EJERCICIOS 
6.12 Compruebe si los homomorfismos de los ejercicios anteriores son isomor- 


6.13 Interprete el siguiente esquema de la figura 6.4. 


Figura 64 


mo, Utilice para ello los resultados del ejercicio 
cicio 6.11 de este 


6.15 Compruebe que la un 
morfismo. Para ello haga uso del ejercicio 7.1 di 


7. Propiedad distributiva 


* Eyempro 7.1: Consideremos el conjunto N de los números naturales. 
jamos tres de ellos: 2, 3 y 5, por ejemplo. Se verifi 


2:345)=(2-3)+(2:5) 


Sustituyendo 2, 3 y 5 por tres números naturales cualesquiera, a, b y 
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se verifica: 
| aubz0o)=0:b)+(0:0 | 


Esta propiedad, en que intervienen la suma y el producto, se llama pro- 
distributiva del producto respecto de la suma de números naturales. 
EjemPLO 7.2: Si en la expresión anterior sustituimos las letras minúscu- 
que representaban números naturales, por letras mayúsculas, que repre- 
conjuntos, y además sustituimos el signo - por el signo N y el sig- 

[= + por el signo U, obtenemos la expresión: 


y 


a » (b + à= (a - b) + (a » 0 


CVP PLEETUE 


AN(BUCI=IAN BJUIANC) 


| ge, por tanto, expresa la propiedad distributiva de la intersección respecto 
[de la unión conjuntista, Esta propiedad ya fue estudiada en el $ 2. 


Le DEFINICIÓN 7.1: Sea un conjunto C en el que están definidas dos opera- 
ones, que representaremos por » y ©. Supongamos que la operación » es 
Eeonmutativa. Diremos que la operación » es distributiva respecto de la ope- 
pación ©, en el conjunto C, si se verifica: 
a 00) =(ar DD (rc) 

“salesquiera que sean los elementos a, b y c, pertenecientes al conjunto C. 

Nota: Si la operación + no fuera conmutativa, no se verificaría, en general: 

asd=dsa 


3, por tanto, no sería cierto, en general, que 
a10)-600)ra 


4 tendríamos que enunciar la propiedad distributiva de + respecto de © me- 
diante las dos condiciones: 


ar (bDc)=(a+b)Dla+c) 
' (bBc)+a=(braDíc«a) 


Des decir, no bastaría con la primera de estas relaciones. Cuando solamente 

Ese verifica la primera de estas relaciones se dice que la operación + es dis- 

| Sibutiva por la izquierda respecto de la operación E), y cuando sólo se veri- 

Šca la segunda se dice que la operación » es distributiva por la derecha res- 
de la operación ©. 


== OTROS EJEMPLOS: En el conjunto Z de los números enteros el producto es 
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distributivo respecto de la sustracción, es decir, se verifica: 
a(b—c)=(a=b)-(a:c) 


cualesquiera que sean los números enteros a, b y c. En cambio, en el mismo 
conjunto Z, la sustracción no es distributiva respecto del producto, pues: 
7-0:D%0-3):07-2D 
7-6 


1 


Nótese que así como en las propiedades conmutativa, asociativa, etc., sólo 
intervenía una operación, en cambio, en la distributiva intervienen dos 
raciones. 

Convenio: Dados los números a, b, e y d, la expresión: 

(a-b)+(c-d) 


suele escribirse abreviadamente en la forma: 
acb+cd 


EJERCICIOS 
7.1 Compruebe que 
0-D40:)%2:0+9:5 
Cuando vea escrito 2-7+3-5, ¿debe interpretar el primero o el 
miembro de la desigualdad anterior? 


7.2 Dada la expresión 
ANBUANC 


donde A, B y C son conjuntos, compruebe, con un diagrama de Venn 
con conjuntos finitos (de 

general, según demos prioridad a la unión respecto de la intersección | 
o, por el contrario, se dé prioridad a la intersección respecto de la unión. 
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73 


74 


15 


76 


77 


78 


19 


710 


am 


Por tanto, la expresión anterior no tiene sentido, puesto que no se ha 
convenido en dar prioridad a la unión frente a la intersección, o al revés. 
Teniendo en cuenta que también se conviene en que el producto tiene prio- 
ridad frente a la diferencia, calcule: 


7-5-7-3 
Teniendo en cuenta el convenio anterior, escriba la propiedad distributiva 
del ejemplo 7.1 sin paréntesis en el segundo miembro de la expresión del 
citado ejemplo. 
Supongamos en un conjunto 4 definidas dos operaciones internas, que 
representaremos por los signos » y L, la primera de las cuales es conmu- 
tativa. Escriba la propiedad distributiva de la operación » respecto de la 


Compruebe si son distributivas las operaciones que se indican en los casos 

siguientes: 

a) unión respecto de la intersección en el conjunto de las partes de un 
conjunto (véase $ 2); 

b) suma respecto del producto de números naturales; 

€) unión respecto de la diferencia en el conjunto de partes de un con- 
junto; 

d) suma respecto de la diferencia de enteros. 

Compruebe que la potenciación es distributiva por la derecha respecto del 

jucto de naturales, Para ello encontrará facilidad si escribe «@n para 

representar a” y tiene en cuenta el ejercicio 2,11, ¿es cierta la distributi- 

vidad por la izquierda? 


Resuelva las mismas cuestiones del ejercicio anterior para la división res- 
pecto de la suma de naturales, para números tales que sea posible efectuar 
la divisiones indicadas, pues la división no es una operación interna en N. 


Compruebe que 


ADB-O=ANBM-UNO) 
utilizando diagramas de Venn o conjuntos finitos. Demuéstrela. ¿Cómo 
llamará a esta propiedad? 


Compruebe que la intersección es distributiva respecto de la diferencia 
simétrica, es decir que 


ANBAG=ANBA UNO 
utilizando diagramas de Venn o conjuntos finitos. 


Demuestre la expresión del ejercicio anterior, teniendo en cuenta el ejer- 
cicio 7,9 y el ejemplo 7.2. 


8. Anillos y cuerpos 


* EJEMPLO 8.1: Ya hemos visto que el conjunto Z de los números enteros 
es un grupo aditivo conmutativo. Por otra parte, Z es un semigrupo multi- 
plicativo y además el producto es distributivo respecto de la suma, en el 
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conjunto Z. Por todo ello, diremos que Z tiene estructura de anillo. respecto 
de la suma y el producto. Abreviadamente: como se verifica que 


a) (Z, +) es un grupo conmutativo 
b) (Z, -) es un semigrupo, y 
€) + es um distributivo respecto de + en Z, 


decimos que 
AZ, +, +) es un anillo 


o bien que Z posee estructura de anillo respecto de + y - 


+ EJemPLo 8.2: Dado el conjunto arbitrario E, el conjunto OYE), de las pare 
tes de E, tiene estructura de grupo conmutativo respecto de la operación di- 
ferencia simétrica, según vimos en el ejemplo 4.7; por otra parte, el conjun- 
to Ó(E) posee estructura de semigrupo respecto de la operación intersección, 
según vimos en el ejemplo 3.2. Además, la operación intersección es distri- 
butiva respecto de la diferencia simétrica, según se ha visto en los ejercicios 
7.10 y 7.11. Por todo ello, diremos que el conjunto @(E) posee estructura de 
anillo respecto de las operaciones diferencia simétrica e intersección. Abre- 
viadamente, como se verifica 


a) [9(E), A) es un grupo conmutativo, 
b) (AE), N) es un semigrupo, 
e) N es distributiva respecto de A en OVE), 


decimos que 
(9(E), A, N) es un anillo 


o bien que O(E) tiene estructura de anillo respecto de la diferencia simétrica 
y la intersección. 


+ Derinición 8.1: Sea un conjunto A en el que están definidas dos opéra 
ciones, « y O, tales que (A, ©) sea un grupo conmutativo y (A, ») sea un sé 
migrupo. Si, además, la operación « es distributiva respecto de la operación El 
se dice que (A, E, s) es un anillo, o bien que A posee estructura de anillo res 
pecto de las operaciones © y ». 

Nótese que para poder decir que (A, E, +) es un anillo exigimos que 4 
tenga estructura de grupo conmutativo respecto de la primera de las opera: 
ciones, E, indicadas en el paréntesis (A, ©, s) y de semigrupo respecto de ii 
segunda de las operaciones, », allí indicadas, además de la propiedad diste 
butiva de » respecto de E, 

Habitualmente se utilizan los signos + y - para designar las dos opere 
ciones del anillo, como se ha hecho en el anillo (Z, +, +) del ejemplo 81, es 
decir, reservando el signo + para la operación respecto de la cual el com 
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¡anto dado posee estructura de grupo conmutativo y el signo + para la otra 
iageración. 

Un anillo es, por tanto, una estructura algebraica respecto de dos opera- 
mes, así como un grupo es una estructura algebraica respecto de una sola 


peración. 


EJERCICIO 


41 Estudiar si los siguientes conjuntos tienen estructura de anillo respecto de 
las operaciones que se indican: 

a) (N, +, -). donde N representa a los naturales; 

b) (ixl, +, -), donde Zlx] es el conjunto de los polinomios en una indeter- 
minada, x, y con coeficientes enteros y donde + y - son la suma y el 
producto habituales de polinomios; 

6) ICE), U, NI, donde (E) es el conjunto de las partes del conjunto E; 

EJ `), donde P es el conjunto de los números enteros pares consi- 

en el ejemplo 5. 
€) (2, -, +), donde el orden de las operaciones + y - está cambiado res- 
pecto del ejemplo 8.1. 


= DEFINICIÓN 8.2: El anillo (A, +, +) se llama conmutativo si la operación + 
es conmutativa. 


EJERCICIO 


42 Observe si los 
tivos. 


teriores son conmuta- 


* DEFINICIÓN 8.3: El anillo (A, +, +) se dice con elemento unidad si la ope- 
sación . posee elemento neutro, es decir, elemento unidad, ya que cuando 
a la operación se le llama producto, al elemento neutro se le llama elemento 
nidad, según vimos en el párrafo de semigrupos. 


EJERCICIOS 


23 Observe si los anillos de los ejemplos y ejercicios anteriores son anillos con 
elementos unidad. 
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a, b) tiene estructura de anillo respecto 
las tablas: 


8.4 Compruebe que el conjunto 

de las operaciones + y - dadas 
+fejejo 

I= = 


¿Es un anillo conmutativo? ¿Tiene elemento unidad? 


8.5 Compruebe que el elemento cero es distinto del elemento unidad, en todos 
los casos anteriores de anillo con elemento unidad. 


* Ejempro 8.3: En el ejemplo 4:3 se ha visto que el conjunto Q de los nú- 
meros racionales posee estructura de grupo respecto de la operación suma, 
siendo abeliano o conmutativo este grupo. Además, Q es un semigrupo mul- 


tiplicativo cuyo elemento unidad (o neutro) es > Por otra parte, el producto 


de números racionales es distributivo respecto de la suma. Por todo ello, 
(0, +, +) es un anillo con elemento unidad. Pero además, cada elemento de 
O, excepto el cero (neutro de la suma), posee un inverso, según se vio en el 
ejemplo 4.6. Por ello diremos que el anillo (Ọ, +, «) es un cuerpo. 


+ DEFINICIÓN 84: Diremos que el anillo con elemento unidad (C, +, +) es 
un cuerpo, si todos los elementos de C, excepto el cero, tienen inverso. 

El anillo (Z, +, +) del ejemplo 8.1 no es un cuerpo, pues sólo tienen int 
verso los enteros 1 y —1, según se vio en el ejemplo 4.2. 


EJERCICIOS 
8.6 Comprobar si los anillos estudiados anteriormente son cuerpos. 
8.7 Defina lo que es un cuerpo conmutativo y ponga un ejemplo. 


8.8: Comprobar que si (C, +, :) es un cuerpo, el conjunto C* formado por lat 
elementos de C, excluido el cero, es grupo respecto de la operación + 


M 


Recordemos que, dados los grupos 


G) y (G,+) 
una aplicación 
hG —> G 
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[5 llamaba homomorfismo si 
ha+b)=h(a)+ hib) 


"cualesquiera que sean los elementos a y b, pertenecientes a G Pero los gru- 
pos eran estructuras algebraicas respecto de una sola operación (que en este 
hemos designado por +). En cambio, los anillos son estructuras respec- 
Œ de dos operaciones, que suelen designarse por los signos + y +, según 
se ha indicado anteriormente. De aquí la siguiente definición: 
+ DEFINICIÓN 8.5: Dados los anillos 


(At) y (A +0) 


| 
Semos que la aplicación 
hA >A 
ss un homomorfismo de anillos si verifica las dos condiciones siguientes 
Ha+b)=hía)+h(b) 
hia « b)=hla) hib) 
'psalesquiera que sean los elementos a y b, pertenecientes a A. 


= EjempLo 8.4: Dados los anillos (P, +, +), del ejercicio 8.1 d), y (Z, +, +), 
del ejemplo 8.1, la aplicación identidad 


iP >Z 


“del ejemplo 7.2 del $ 3, que asocia a cada entero par, p, el mismo número p, 
«s un homomorfismo de anillos. 


EJERCICIOS 


89 Observe que PCZ, por lo que se dice que (P, +, -) es un subanillo de 
(Z, +, +). Generalice la definición de subanillo, basándose en este ejemplo y 
en la definición 5.1. 

8.10. Defina un subcuerpo. 

8.11 Comprobar si los siguientes subconjuntos de Z son subanillos de (Z, +, 
a) los enteros que son múltiplos de 5; 
b) los enteros impares; 
e) los naturales; 
d) los enteros que son múltiplos de un entero dado z. 

8.12 Comprobar si la aplicación de Z en Q, que asocia a cada entero a el número 


racional Æ, es un homomorfismo del anillo (Z, +, -) en el anillo (0, + 


Si se desea ampliar esta introducción al estudio de estructuras algebraicas, puede 
consultarse el libro: 
A. Lentin y J. RIVAUD, Lecciones de Algebra Moderna, Ed. Aguilar 
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ó EL EDIFICIO MATEMATICO 


1. Métodos utilizados en la Matemática 


La Matemática comenzó siendo experimental, lo mismo que las demás 
Ciencias, Pero el hombre no se conforma con observar los hechos que prez 
senta la vida e intenta predecir resultados de experiencias imaginadas, es 
decir, el hombre intuye. 

La importancia de la intuición en el proceso de matematización es 
damental, No obstante, las posibilidades de la intuición son limitadas. La in- 
tuición no basta para predecir ciertos resultados. Otras veces la intuición 


nos engaña de manera sorprendente, Existen numerosos ejemplos curi 
que muestran cómo puede engañarnos la intuición, También existen ejem 
plos que muestran la impotencia de la intuición para predecir ciertos re- 
sultados. El 

Por ello, hoy la Matemática es una Ciencia deductiva, que utiliza los mé 
todos de la Lógica para organizar y sistematizar los resultados obtenidos me- 
diante la experiencia y la intuición. 

Demostrar o deducir una afirmación es establecerla como consecuencia de | 
afirmaciones anteriores. Estas afirmaciones se establecen, a su vez, como cons 
secuencia de otras afirmaciones anteriores en el proceso deductivo. Así Ile- | 
garíamos a unas afirmaciones primarias, que no es posible deducir a partir 
de otras más sencillas. Estas afirmaciones primarias se llaman axiomas y las 
otras afirmaciones, que se deducen a partir de ellas, son los teoremas. 1 

La primera exposición deductiva de la Matemática fue hecha por el griego 
EucLiDéS en sus famosos Elementos hace veintitrés siglos. 

La primera formulación y fundamentación de la Matemática actual se debe 
al matemático alemán Davin HILBERT (1862-1943). 
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werdad matemática 


llo dicho anteriormente se desprende que una afirmación, de una cierta 
“se considera como verdadera cuando se puede demostrar a partir de 
o de teoremas deducidos previamente a partir de esos axiomas. 
decir que una afirmación sea verdadera o falsa si no preci- 
a qué teoría nos referimos. Una misma afirmación puede ser verda- 
“em una teoría y falsa en Otra, 
íderemos un ejemplo, ya clásico, que aclarará esta idea. Uno de los 
de la Geometría plana euclidea dice: dada una recta y un punto ex- 
existe una única recta que pasa por el punto dado y no corta a la recta 
Una imagen intuitiva de esta Geometría la tenemos en el plano ordi- 
Si se conservan todos los demás axiomas de esta Geometría y se cam- 
“únicamente el que acaba de enunciarse por este otro axioma, dada una 
y un punto exterior, no existe ninguna recta que pase por el punto dado 
corte a la recta dada, se obtiene así otra Geometría, llamada Geometría 
Riemann. Una imagen intuitiva de esta Geometría la encontramos en la 
esférica, llamando rectas a sus circunferencias máximas, es decir, a 
“circunferencias cuyo radio es el de la superficie esférica. Consideremos 
la afirmación dada una recta y y un punto P, por el punto P puede tra- 
una única recta x, que sea perpendicular a la recta r. Se puede demos- 
"que esta afirmación es cierta para la Geometría plana euclidea (lo que se 
en la figura 2.1), pero es falsa para la Geometría de Riemann. Basta, 
darse cuenta de ello, considerar uno de los puntos, R, en que la recta 
cular al plano de la circunferencia máxima r, trazada por el centro de 
circunferencia, corta a la superficie esférica (figura 22). Por el punto R 
infinitas circunferencias, x, Y, x”, .... todas ellas máximas y perpendicu- 


Y 


Figura 22 


EEFE 
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Por tanto, no puede decirse que una afirmación sea verdadera o falsa, de 
modo absoluto, sino referida a una cierta teoría. 


El lector interesado en Lógica Matemática puede consultar, entre otros, el libros 
D, Hitnenr y W. Ackermans, Elementos de Lógica Teórica, Ed. Tecnos, Madrid, 1962. 


3. Ideas primeras y definiciones: clases 


En los diccionarios hay que admitir algunas palabras, a partir de las cua- 
les se definen las demás. Análogamente, en la Matemática hemos de admitir, 
sin definición, algunas ideas primarias y, a partir de ellas, definir otras más 
complicadas. 

Por ejemplo, en el $ 2 hemos admitido como primaria la idea de con- 
junto. Allí dijimos que la idea de conjunto aparece intuitivamente como co- 
lección de objetos, sin que esto sea una definición, pues la palabra colección 
ha sido utilizada como sinónimo de conjunto. Esta frase sólo ha permitido 
quizás ayudar a captar la idea primaria de conjunto que se deseaba introducir. 

En Geometría, el punto, la recta y el plano se aceptan sin definición, es 
decir, se aceptan como conceptos primarios, a partir de los cuales se definen 
los demás. 

En Matemática se utilizan dos tipos de definiciones: 


a) Definiciones explícitas, donde el nuevo concepto aparece como caso 
particular de otro concepto introducido anteriormente, al que añadimos una, 
o varias, condiciones adicionales. Así, el concepto de inyección, introducido 
en la definición 62 del $ 3, aparece como caso particular de otro concepto 
establecido anteriormente, el de aplicación, e imponiendo una nueva condi- 
ción, la de que el conjunto original de cada elemento del conjunto de llegada 
sea unitario o vacio. 

b) Definiciones por abstracción, donde el nuevo concepto aparece como 
una clase a que da lugar una relación de equivalencia en un conjunto. Así, 
el concepto de dirección, introducido en el ejemplo 42 del $ 4. 


4. Las definiciones en la Escuela Primaria 


A nivel elemental, no interesa dar las definiciones elaboradas, en la 
yoria de los casos, pues esto se presta a que los niños aprendan la definición 
sin entenderla, lo que implica una deformación nefasta en el niño. Interesa, 
por el contrario, que adquieran una idea muy clara de lo que deseamos de- 
finir, y deben ser entonces los niños quienes intenten construir la definición. 


+ EjemeLo 4.1: Se desea construir la definición de segmentos consecutivos, 
para poder después sumar segmentos, Comenzaremos presentando claramente 
la idea de segmentos consecutivos. Estaremos seguros de que han captado 
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[E iáea cuando al pedirles que dibujen dos segmentos consecutivos lo hagan 
[=m en el caso de los segmentos AB y BC de la figura 4.1. También se 
| zesde llegar a la misma idea manejando regletas (materialización del concepto 
[de segmento). Una vez adquirida la idea se puede intentar una definición. Si 
| esmtestan que dos segmentos consecutivos son los que tienen un punto comin, 
“puede hacerse notar que los segmentos MN y PỌ de la figura 4.1 verifican 


| P i 
la . € z pe 
E 
z aR F 7 
Figura 41 


[asa condición. Si, en otro intento, contestan que dos segmentos son conse- 


[gaticos si tienen un extremo común, puede presentarse el caso de los seg- 
ntos RS y ST de la figura 4.1. Y así continuaríamos intentando mejorar la 
definición. 

Conviene tener presente que el tiempo empleado de este modo no se pier- 
“de Al contrario, este proceso de elaboración de definiciones sencillas por 
parte del niño es altamente formativo. 

En cambio, muchas veces es inútil que aprendan definiciones, si éstas les 
ssaltan difíciles y la idea, que es lo importante, está adquirida. 

No interesa dar excesivas definiciones seguidas, abusando de la memori- 
“gación. Sólo interesa dar palabras nuevas, cuando se vayan a utilizar el su- 
fciente número de veces como para que justifique tal introducción de nuevos 
cecablos. 

Se habrá notado la abundancia de sinónimos en lo que hasta ahora se 
estudiado. Por ejemplo, en el $ 3, a las aplicaciones biyectivas se les llama 
ién biyecciones e incluso correspondencias biunívocas, Al niño sólo da- 
uno de estos nombres y seríamos consecuentes con el vocablo elegido 
Je largo del curso. 
Debe tenerse mucho cuidado con no dar definiciones incorrectas. Así, la 
ción sumar es reunir varios números en uno solo es incorrecta, pues 
a utilizado la palabra reunir como sinónimo de sumar. También es inco- 
la definición dos rectas son paralelas si tienen la misma dirección, pues 
'soncepto de dirección es posterior al de paralelismo, según se vio en el 
42 del $4. 


ICICIOS 


Defina el concepto de segmentos consecutivos. 
Defina el concepto de ángulos consecutivos. 
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43. Defina el concepto de polígono a partir del de poligonal cerrada. 
44 Defina el concepto de polígono convexo. 
45 Defina el concepto de figura convexa. 


| 


5. Axiomatización de una teoría matemática 


Una vez que una teoría matemática está suficientemente desarrollada, pue» 
de intentarse su axiomatización. La fundamentación axiomática tiene la fina- 
lidad de ordenar unos conocimientos. Su mayor utilidad es consecuencia de 
la limitación de nuestra memoria. 

El proceso de axiomatización consiste en elegir algunas de las afirmacio: 
nes que pueden hacerse sobre los objetos matemáticos en estudio y obtener, 
todas las demás afirmaciones a partir de aquéllas, mediante un proceso des 
ductivo. Las afirmaciones elegidas, a partir de las cuales se obtienen las de: 
más, se llaman axiomas o postulados. Es decir, el proceso de axiomatización 
consiste en elegir un subconjunto, del conjunto de las afirmaciones que pue- 
den hacerse, de modo que las demás afirmaciones puedan obtenerse lógica» 
mente a partir de las de ese subconjunto. 

Para una misma teoría matemática pueden elegirse axiomáticas distintas, 
es decir, pueden elegirse distintos subconjuntos de afirmaciones, a partir de 
las cuales se obtienen las restantes. En otras palabras, una misma teoría se 
puede axiomatizar generalmente de varios modos. Dos axiomatizaciones se 
llaman equivalentes cuando a partir de ellas se puede llegar a las mismas afir- 
maciones, mediante razonamientos lógicos. 

No sólo se pueden elegir axiomáticas equivalentes, en una misma teoría, 
sino incluso se pueden elegir a veces distintas ideas primarias. Así, la Geo- 
metría plana puede desarrollarse axiomáticamente tomando como concepto 
primitivo el segmento en vez de la recta, Así hizo el matemático alemán 
Pasen (1843-1931), por considerar más intuitivas las afirmaciones referentes 
a un trozo finito de plano que a todo el plano. 


6. Axiomas 


Los axiomas se eligen de modo que reflejen afirmaciones evidentes. Ash 
en la axiomática de la Geometría de Euclides se admiten, entre otros, el cot 
nocido axioma que dice por dos puntos distintos pasa una única recta. 

Para que un sistema de axiomas sea válido es necesario que a partir de 
ellos no se llegue a afirmaciones contradictorias, empleando los métodos de la 
Lógica, lo que se expresa diciendo que los ariomas han de ser compatibles, 

“Además es deseable que ninguno de los axiomas se deduzca lógicamente 
de los demás, lo que se expresa diciendo que los ariomas deben ser indepen: 
dientes. Esta condición no es esencial, como la de compatibilidad, sino de 


no 


elegancia. Una axiomatización es tanto más elegante cuanto menor sea el nú- 
mero de afirmaciones admitidas sin demostración, es decir, cuanto menor sea 
el número de postulados o axiomas. No obstante, a veces conviene sacrificar 
la independencia absoluta de los axiomas, en beneficio de una mayor breve- 
dad en las demostraciones de algunas de las afirmaciones que de ellas se 
deducen. 


7. Teoremas: clases 


Las afirmaciones que se obtienen deductivamente a partir de los axiomas, 
S bien a partir de otras afirmaciones obtenidas deductivamente a partir de 
los axiomas, se laman teoremas o proposiciones. 

Se llaman lemas a las proposiciones de las cuales se obtiene un teorema 
importante. Se llaman corolarios a las proposiciones que se demuestran fácil- 
“mente a partir de los teoremas fundamentales. Así, por ejemplo, la proposi- 
Són 4.1 del $ 4 se puede considerar como lema del teorema fundamental ex- 

lo mediante la proposición 4.2 del $ 4, y a la proposición 4.3 podría- 
zos haberla llamado corolario del teorema fundamental expresado en la pro- 
| posición 4. 
Un teorema se compone de hipótesis y tesis. Así, el teorema o proposi- 
[őn 4.1 del $ 4, que decía: 


si aRb entonces se verifica que ((a))=((b)) 


se puede también enunciar así: 
ipótesis: aRb Tesis: ((a))=((5)) 


El mismo teorema se podría también enunciar en la forma siguiente: 
aRb implica ((a))=((6N) 


ERCICIO 


Enunciar cada una de las proposiciones que se citan a continuación en cada 
una de las tres formas indicadas anteriormente: 

a) proposición 4.2 del 5 4 

proposición enunciada en el ejercicio 4.1 del $ 4 

proposición: los triángulos equiláteros son equiángulos 

proposición: si dos triángulos tienen sus lados iguales, respectivamente, 
entonces su ángulos son respectivamente iguales 

proposición: si un número natural es múltiplo de 6, entonces es también 
múltiplo de 3 

si un punto pertenece a la mediatriz de un segmento, entonces equidista 
de los extremos de dicho segmento 

si a=b entonces es «=b, donde a y b son números naturales 

el mismo caso anterior cuando a y b son números enteros. 
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Ya hemos utilizado repetidas veces la expresión recíprocamente. Dos teo- 
remas se dicen recíprocos si la hipótesis de uno coincide con la tesis del otro, 
y viceversa. Así, el teorema recíproco de la proposición 4.1 del $ 4 será el 
enunciado del ejercicio 4.1 del $ 4. 


EJERCICIOS 


7.2 Escriba las proposiciones recíprocas de las de los apartados a), c), f) y g) del 
ejercicio 7.1. 


7.3 Observe que las proposiciones recíprocas de los apartados d), e) y h) del 
ejercicio 7.1 son falsas. 


n_e 


Se habrá notado que si una proposición es cierta, su recíproca puede ser 
cierta o falsa. Cuando un teorema y su recíproco son ciertos, se dice que la 
afirmación expresada en la hipótesis y la expresada en la tesis son equiva: 
lentes. Así, como la proposición 4.1 del $ 4 y su recíproca son ciertas, como 
ya se ha indicado, diremos que 


aRb| equicale a | (ad =100)) | 


c 


EJERCICIO 


7.4 Exprese, en la forma indicada anteriormente, los apartados del ejercicio 7,1 
que sean equivalencias. 


Consideremos ahora la proposición: 
aRb)| implica | (HU) 


Esta proposición se llama contraria de la proposición 4.1 del $ 4. Su hi 
pótesis, a Rb, es la negación de la hipótesis, a Rb, de la proposición 41 
del $ 4, y su tesis, ((a)) # ((0)). es la negación de la tesis de aquella proposi- 
ción. Por tanto, dos teoremas se dicen contrarios si la hipótesis y la tesis de uno 
son las negaciones respectivas de la hipótesis y la tesis del otro. 
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Escriba las proposiciones contrarias de cada una de las proposiciones enuncia- 
das en el ejercicio 7.1, 
Escriba el recíproco del contrario de cualquiera de los teoremas del ejerci- 
o 7.1 y observe que coincide con el contrario del recíproco de dicho teorema. 


El recíproco del contrario (o el contrario del reciproco) se llama el con- 
de un teorema. Por ejemplo, dado el teorema: 


[azb] implica 


a y b son números, su contrarrecíproco diría 


[eb] implica [a%b] 


| Notemos que, por ser cierto un teorema, su contrarrecíproco también es 
[Sento En el ejemplo anterior, por ser cierto el teorema: 


| 
| 


a contrarrecíproco también es cierto, es decir, que 


si[ 41), entonces también es! a 
¡pues si fuera a=b, sería a'=b', contra la hipótesis de esta proposición contra- 
recíproca de la de partida. Este razonamiento es completamente general, es 
decir, dos teoremas contrarrecíprocos son ambos ciertos o ambos fals 


pero 
munca uno cierto y el otro falso. 

EJERCICIO 

7.7. Demostrar, como hemos hecho para el ejemplo anterior, que los contrarrecí- 


procos de cada uno de los teoremas del ejercicio 7.1 son ciertos. 


Por tanto, para probar un teorema basta probar su contrarrecíproco. Este 
método de demostración se llama por reducción al absurdo. Un ejemplo de 
“demostración por reducción al absurdo es el siguiente: 


m 


Para probar que, dados los conjuntos A y B, si A= - 
junto producto A x A dp ib 

Si fuera AxB Ø, entonces AxB tendría al menos un elemento (a, b), 
donde a€ A y DEB, luego A no sería vacío, contra la hipótesis, ya que el 
elemento a pertenecería al conjunto A. 


EJERCICIOS 


7.8 Demostrar, por reducción al absurdo, que si el conjunto producto, 4x B=Ø, 
entonces uno, al menos, de los conjuntos 4 y B es vacio, 

79 Comprobar que el contrarrecíproco del contrario de un teorema es su reci- 
proco, es decir, que el contrario y el recíproco, de un mismo teorema, son 
entre sÍ contrarrecíprocos. 


Por tanto, probado un teorema y su contrario, está probado también su 
recíproco, luego estamos ante una equivalencia. El siguiente esquema resume 


estos resultados: 
recíprocos Reciproco 
e ai ir implica a=b 


contrarios 


Contrarreciproco. 


Contrario z 
az b implica ab 241 implica ab 


Nótese que todos ellos son ciertos cuando a y b son números naturales. 


EJERCICIOS 


7.10 Hágase un esquema similar al anterior para las proposiciones del ejercicio 7.1 
que sean equivalencias. 


m 


7.11 Dada la afirmación: 
EA implica ER 


lo que, como sabemos, significa que ACB, como se esquematiza en la 
figura 7.1, escribir las afirmaciones recíproca, contraria y contrarrecíproca 


Figura 71 


de la dada y concluir que todas ellas son ciertas sólo en el caso de ser A=B, 
Haga uso del concepto de conjuntos complementarios para escribir las afir- 
maciones contraria y recíproca. 


O O 


He aquí ahora un ejemplo muy interesante de afirmaciones contrarrecí- 
rocas: en las definiciones 23 y 24 del $ 4 dijimos que eran equivalentes, lo 
[se se comprobó, para algunos casos, en el ejercicio 26 de aquel $, pero 
[in no ha sido demostrado en general. La definición 24 del $ 4 expresaba que: 
| qn implican [ a=b 


la afirmación contrarrecíproca expresará que 


ab implica que | no puede ocurrir que aRb y b Ra 


| si aRb entonces b Ra 


es decir, la afirmación contrarrecíproca puede escribirse en la forma: 


=a 
lab | implica que | si aRb entonces b Ra 
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o todavía en la forma: 


si [ab], entonces | [aRb | implica | bRa ] | 


lo que constituye la definición 23. Queda así probada la equivalencia de 
ambas definiciones. 

Nomenclaturas: Ya se ha visto que, si a y b son números naturales, en- 
tonces 


equivale a | a=b 


lo que se expresa también diciendo que 


[uzb] si y sólo si 
ya que a es igual a b cuando a*=2* y si aè no es igual a b, entonces tampoco 
a es igual a b, por tratarse de una equivalencia. La equivalencia anterior tam- 
bién se expresa diciendo que: 


la condición necesaria y suficiente para que sea | 
Notemos que esta última expresión se justifica teniendo en cuenta que 


| implica | = | 


se puede expresar diciendo que 


la condición | a=b | basta para que se verifique | 


la condición | a=b | es suficiente para que se verifique | è= | 


y la proposición contraria afirmará que: 


a#b | entonces [eb] 


es decir: 


la condición | a=b | es necesaria para que se verifique | =+ | 


Un ejemplo muy importante de razonamiento por reducción al absurdo es 
el método de inducción, también llamado teorema de recurrencia, que expo- 


16 


Emos a continuación. Observemos que: 


LD) 
y 

_ 24241) 
i: 


142: 


3841) 
14243 


i 1424344 EED 


$ nos preguntamos: ¿será cierto que 


' 142434. tne tD 


Salquiera que sea el número natural n? 

T Si a los dos miembros de la penúltima igualdad escrita (caso n=4) su- 
(amos el número 5, obtenemos la igualdad: 

AAD g 


(1+24+3+4)+5=— 


segundo miembro se puede escribir en la forma: 


AAD 52 UARDAGZ 4054502 
2 2 2 2 
54442) 506 5541) 
2 


queda: 
itsas ŽEN 
El mismo cálculo que nos ha permitido pasar del caso n=4 al caso n=5 
permite pasar del caso n=h al caso n=h+1. Resumiendo: hemos visto 
la propiedad anteriormente enunciada, en la que interviene el número na- 
m, es cierta para el caso de ser n=], Además, si se supone cierta para 
también es cierta para n=h+1, según se ha indicado. De aquí conclui- 
que la propiedad es cierta para cualquier número natural n, ya que si 
lo fuera para todos, habría algunos números naturales para los que la 
no sería cierta; si fuera k el menor número natural para el cual 
jedad no fuera cierta, para el anterior, k—1, si lo sería, en contra de 
si es cierta para h, entonces también lo es para A+1. Este razonamiento, 
seducción al absurdo, es totalmente general, lo que permite enunciar el 
te resultado: 


n7 


Dada una propiedad en que interviene esencialmente el número n, se tiene 


Teorema: 

12 parte: la propiedad es cierta para el caso n=1. 

FAF | 22 parte: si se supone que la propiedad es cierta 

dida? para el caso n=h, entonces también re- 
sulta ser cierta para el caso n=h+1. 


Tesis: la propiedad es cierta para cualquier número natural n. 


La dificultad de este teorema de recurrencia proviene del hecho de que 
la hipótesis es doble y sobre todo de que la segunda parte de la hipótesis 
es una implicación, a su vez. 

Por tanto, para probar que una propiedad, que depende esencialmente del 
número natural n, es cierta, basta probar que es cierta para n=l y que es 
cierta para n=A+1, supuesto que lo es para n=À. 

Observemos la diferencia entre este método de inducción, en que hay que 
probar la certeza para todo número natural n (por lo que se llama método 
de inducción completa o método de inducción matemática) y el método de 
inducción incompleta utilizado en las ciencias experimentales, donde se sacan 
conclusiones a partir de un número finito de experiencias, aunque este nú- 
mero finito puede ser muy elevado. 


l 


EJERCICIO 


7.12 Utilizar el método de inducción para probar las siguientes propiedades, que | 
dependen del número natural 


a penger, tmm CED tD 
» prior twa CHE 


e) El producto n(2n+1) (7n+1) es múltiplo de 6, cualquiera que sea el 
número natural n, 


7.13. Intente probar, por recurrencia, que 
14345+...+(2n+D)=(0—1P 


Al intentar probar el ejercicio anterior habrá notado que su enunciado 
falso. Basta considerar el caso n=2, y tendremos: 
(2:0+1)+(2-1+1)+(2-2+1)+(2-3+)% 0-1? 


A A W e E 
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Muchas veces en Matemáticas nos preguntamos si un resultado, que in- 
Simos, será cierto o falso. Un método, útil a menudo, consiste en buscar 
Œ contraejemplo, es decir, comprobar si es cierto en algunos casos particu- 
lares. Con sólo que no sea cierto para un caso particular, ya podemos ase- 
arar su falsedad, como hemos indicado para el ejercicio 7.13, 


8. Lenguaje matemático 


La Matemática opera, en general, con entes abstractos, lo que exige un 
“especial cuidado en la precisión de su lenguaje. En el lenguaje ordinario no 
s frecuente utilizar tal precisión, que resultaría pedante, por la sencilla ra- 
ón de ser innecesaria, habitualmente. En la Matemática la precisión es nece- 
Saria, si se desea evitar confusiones en los conceptos. 

La segunda característica fundamental del lenguaje matemático es su con- 
sisión, es decir, su brevedad. Naturalmente esta concisión podrá aumentar 
Suanto mayor sea la edad mental del alumno. Citemos, al respecto, el diálogo 
debido al original novelista y dramaturgo francés COURTELINE (1861-1929): 


Le juge: Accusé, vous tácherez d'ètre bref. 
L'accusé: Je tâcherai d'ètre clair. 


con que comienza el prólogo del primer volumen de uno de los mejores tra- 
tados de Algebra Superior que existen en la actualidad: 


© Zarisxi y Piarre SAMUEL, Conmutatice Algebra, Ed. Van Nostrand, Nueva York, 
1963. 


9. Simbolismo 


Los símbolos matemáticos han evolucionado mucho, hasta llegar a los 
que actualmente están en uso. No cabe duda de que tal evolución continuará 
y algunos de los símbolos que hoy se utilizan serán sustituidos por otros. 

Vamos a introducir algunos otros símbolos, que, junto a los ya conocidos, 
son los que se utilizan en la mayoría de los libros actuales de Matemáticas 
y permiten abreviar y, por tanto, facilitar la exposición, 

Comencemos por los signos de implicación y equivalencia lógica. El teo- 
zema: 

a=b implica @=6 


se puede abreviar así: 


a=b => t=} 


es decir, el signo de implicación es => 
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En el caso de ser a y b números naturales, ya vimos que: 


a=b equivale a a=b 
es decir que: 
b 


a=b = 
a=b <= & 


lo que se expresa abreviadamente escribiendo? 
| a=b = est 


es decir, el signo de equivalencia es <=>. 


EJERCICIO 


9.1 Expresar las proposiciones del ejercicio 7.1, utilizando el signo de implica- 
ción o el de equivalencia lógica, según convenga. 


Vamos ahora a introducir los cuantificadores. Recordemos la propiedad 
reflexiva de las relaciones; si en un conjunto C está definida una relación R, 
diremos que es reflexiva, si para todo a€C se verifica aR a. Otras muchas 
veces se ha utilizado la expresión para todo o, de otro modo, para cuales: 
quiera, como, por ejemplo, en la definición de conmutatividad, donde se des 
cía: una operación $ en un conjunto C es conmutativa, si para cualesquiera 
elementos, a y b, pertenecientes al conjunto C, se verifica a@b=b@a. Para 
abreviar se introduce el signo Y, que leeremos para todo. Así, en la definit 
ción de la propiedad reflexiva escribiremos: 


YaEC yselee para todo a perteneciente a C 
y en la definición de la propiedad conmutativa, escribiremos: 
VaEC y VDEC y se lee para cualesquiera a y b pertenecientes a C | 
o bien, se escribe, más condensadamente: 
Ya,bEC y se lee como antes. 


EJERCICIO 


i 
| 
| 


c) propiedad asociativa de las operaciones; 
d) busque otros casos donde pueda aplicarlo. 
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Recordemos ahora cómo enunciábamos la existencia de elemento neutro: 
S dice que la operación ®, en el conjunto C, posee elemento neutro si existe 
an elemento e EC, tal que e Sa=a®e=a, cualquiera que sea «EC, Para 
“abreviar se introduce el signo 3, que leeremos existe. Así, la definición ante- 
S puede escribirse: 


3eEC tal que e 


=aDe=0, cualquiera que sea a€ C 
“3 todavía, haciendo uso de 3 y Y, en la forma: 
JeEC tal que VaEC  severifica ePa=aDe=a 


VaEC;  aDe=eDa=a 


Al signo 3 le llamaremos cuantificador existencial y al Y cuantificador uni- 
mersal. 


EJERCICIO 


83 Utilizar el signo 3 en las definiciones siguientes: 


| a) existencia de elemento cero; 
b) existencia de elemento unidad. 


Nótese que la propiedad de existencia de elemento simétrico, respecto de 
operación © en el conjunto C, puede enunciarse: 


VaEC; 34EC; aUd=4Da=e 


RCICIOS 


S4 Compare el orden en que aparecen los cuantificadores en las propiedades 
de existencia de elemento neutro y de elemento simétrico, ¿Se puede cambiar 
su orden? 

=A5 Escriba las propiedades de existencia de elemento opuesto y de elemento in- 
verso, utilizando los cuantificadores. 


Nosotros hemos introducido Y y 3 como simples abreviaciones de lenguaje, si bien 
“ss Significado es más profundo, como puede verse en: 
$ Bounnari, Eléments de Mathématique, Ed. Hermann, París. 
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La propiedad transitiva de una relación R, entre los elementos de un con- 
junto C, puede escribirse: 


taRDAbRe) => aRe 
donde el signo A se lee y. Por tanto, A es el signo lógico equivalente a la 
conjunción copulativa y. 


Análogamente V es el signo de disyunción lógica, y lo leeremos o. Así, re- 
cordando el concepto de conjunto unión, podemos escribir: 


AUB=(xÍr € AVxEB) 


EJERCICIOS 

9.6 Escriba abreviadamente la definición de conjunto intersección, utilizando el 
signo A y la mota 4.1 del $ 2. 

9.7 Escriba la definición 2.4 del $ 4 utilizando el signo A. 


9.8. Escriba el signo / o V, según convenga, en el lugar indicado por la flecha t, 
en la siguiente expresión, donde a y b son números naturales: 


la>b] => [a> b) t (a=0)1 


Nótese que los signos V y A tienen aquí distinto significado que en el ejere. 
cicio 3.1 c) y d) del $ 5. 


10, Rigor matemático 


El rigor matemático consiste en seguir únicamente el camino del razona- 
miento lógico, para pasar de unas proposiciones a las siguientes en la cadena 
deductiva. 

Por ejemplo, aunque la Geometría comenzó siendo una Ciencia experi 
mental e intuitiva, fue formalizada por Euclides, en el sentido de que a partir 
de unas ideas intuitivas formuló unos axiomas, a partir de los cuales dedujo 
como teoremas los demás resultados. Este proceso deductivo puede hacerse 
prescindiendo por completo de la intuición y las figuras, sirviendo éstas úni- 
camente para aclarar las ideas o el orden a seguir en el proceso deductivo. | 
Pero una vez completado dicho proceso, puede prescindirse de la imagen in- 
tuitiva que lo generó y entonces la teoría construida puede adaptarse a ex: | 
plicar diversos modelos. Así, si en la axiomática de la Geometría plana, | 
hecha por Euclides, se prescinde del axioma de paralelismo, que afirma: 
dada una recta y un punto exterior, existe una única recta que pasa por 
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dado y no corta a la recta dada, resulta una Geometría de la que 
ser modelos. 


Los puntos y rectas del plano ordinario. 

Los puntos y circunferencias máximas de una superficie esférica, 
© Otros modelos que no podemos citar aquí. 

Paralogismos 


À los razonamientos incorrectos se les llama paralogismos. 
Wna causa frecuente de paralogismo es la división por cero. Si tenemos 


5.2=5-b 
dividir por 5 ambos miembros de la igualdad, como se verá más 
y queda 
2=b 
otra parte, como 
3:0=0 y 20=0 
escribir 
3-0=2.0 
no es lícito simplificar, en este caso: 
EN 
«decir, no se puede aquí dividir por cero, para concluir que 
3=2 
En otras palabras, no se puede tachar el cero en ambos miembros de una 


Veamos un ejemplo de paralogismo, debido a la 
Sean p y q dos números iguales, es decir, sea 


Pp=4 
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por p, tenemos 
P=rq 
Restando g a ambos miembros, se tiene: 
Pee 
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El primer miembro de esta expresión, p*—q', se puede escribir en la for- 
ma (p+4) (p-q), ya que suma por diferencia es diferencia de cuadrados. El 
segundo miembro, pq-q*, se puede escribir en la forma (p-q)q, sacando fac- 
tor común q. Por tanto, la igualdad anterior se puede escribir en la forma 


+D1-d=P- Da 
y dividiendo ambos miembros por (p-q), queda 


p+9=9g 

En particular, haciendo p=q=1, de esta igualdad se deduce que 

l+l=1 ¡Falso! 

La incorrección, en el razonamiento anterior, ha sido cometida al dividir 
por p-q, pues como p=q, será p-q=0; es decir, hemos dividido por cero, 

Otras causas frecuentes de paralogismos son: 

a) La utilización indebida de la intuición. 

b) La utilización de figuras geométricas incorrectas, como, por ejemplo, 
il pora probar que tds Jos tdo gon Joel 


d) Bl circo vchno, consitano en tomar como liplclo a TLA 
se desea 

e) La extensión indebida de resultados, que sólo son válidos en una si- 
tuación más restringida. Así, por ejemplo, la implicación 


ee = a=b 


que es cierta cuando a y b son números naturales, no lo es al intentar ex- 
tender este resultado a números enteros, ya que 


(PR 


COMBINATORIA ] 


1. Factoriales 
* EjeueLo 1.1: El producto 
1.2.3.4.5 
se escribe abreviadamente 
51 
es decir: 
5! =1.23:4:5=120 
* EsemPLo 1.2: Análogamente: 
6! =1:2-3-4-5-6=6:5-4-3-2-1=720 


Sonde 6! se lee factorial de 6, o bien 6 factorial. 


* DEFINICIÓN 1.1: Si h es un número natural mayor que 1, se llama factorial 
de h, y se representa por hl, al producto de los h primeros números natu- 
ales, excluidos el cero, es decir: 


Fht=12 


(h-2)(h-1)h | 


Pesercicios 

[A Calcular 3! y 7! 

12. Comprobar que SI(5+1)=6! 
¡<—__———z 
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Y CONSECUENCIAS de la definición 1.1: 


a) hih+1)=(h+1)! 
b) hih+1)(h+2)...(n-2)(n-1n=n! 


EJERCICIOS 


1.3 Comprobar b) para 
14 Demostrar a) y b). 


—___—0———AAA«<á< KK 


Recordemos que A! ha sido definido únicamente para h >1. Si en la con- 
secuencia a) sustituimos / por 1, queda: Él 


1ad+D=0+D! 
es decir: 
112=21 
luego, para que esta igualdad sea cierta, ha de ser 
M=1 
Esto no es una demostración, ya que 1! aún no ha sido definido, Pero 
permite justificar la siguiente definición 
+ DEFINICIÓN 1.2: Factorial de 1 es igual a 1, es decir: 


[n=] 
A A AAA E) 


EJERCICIO 


15 Si en a) hacemos h=0, ¿qué valor hemos de dar a 
a) sea también cierta en este caso? 


! para que la igualdad 


El ejercicio anterior justifica la siguiente definición: 
+ Dermición 1.3: Factorial de O es igual a 1, es decir: 
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13: El producto 
9-8-7:6 
factores, decrecientes de unidad en unidad, a partir de 9, se designa 
ite por 9%, Es decir: 
94=9.8-7-6=3024 
14: Sean n y h números naturales tales que n>h>2. Se llama 


generalizada n° al producto de h factores, decrecientes de unidad 
I, a partir de n. Es decir: 


el segundo miembro de la expresión anterior hay A factores, 
también puede escribirse: 
n=) 01-2)... (n—(H-1N 


n n-h+1 


cada factor es una diferencia, siendo los respectivos sustraendos: 
0,1,2, ... h-1 


Teniendo en cuenta la anterior nota 1.1, diga cuál es el más pequeño de los 
factores del producto, que se escribe condensadamente en la forma 312%, 


Moo: condeiadaments 8! de otro modo, teniendo en cuenta la defini- 
ón 1, 


¡Consecuencias de la definición 1.4: 
d) n*en! 
B) n*>=nin-1)in-2)..(h+1). 
E) [n"-.fh!]=nt 
d) n°)-[in-h)t!]=n! 
€) Ph) =t (At). 
TS 
SS 
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Demostración de € 


nin—I)(n—2) -nh +1) (0h)... 3-2-1=n! 


EJERCICIOS 


19 Comprobar las consecuencias a), 1), .., g), para h=3; 
1.10 Demostrar las consecuencias anteriores, como se ha hecho para 


aaaaaaaaaasaasssasasasasasasasasasassssssssIÃħŮ- 


Recordemos que n* ha sido definido únicamente para n>h> 1. 


¡€qigílIlIA————z—-zA4á<A<A<T TEA 
EJERCICIO 


m Si de dar a n? para que la conse- 
cuencia g) sea también cierta caso? 


aaas 


El ejercicio anterior justifica la siguiente definición: 


* DEFINICIÓN 1.5: 


EJERCICIO 
1.12 Repita el ejercicio 1.10, cambiando A=1 por 


¡___Aá<-- IA 


* DEFINICIÓN 1. 


EJERCICIOS 
1.13. Compruebe que 12% es divisible por 5! 
1.14 Demuestre que n% es divisible por h! 
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Números combinatorios 


= DEFINICIÓN 2.1: Se llama número combinatorio n sobre h, y se escribe 


2) a cociente, es decir: 


Mar 


= EJEMPLO 2.1: El número combinatorio 7 sobre 3 será: 


(Mae 


EJERCICIO 
1 Calcular los números combinatorios 


(0) 6) 


Nótese que G es siempre un número natural (sigue del ejercicio 1.14). 


AA sele llama numerador y a h denominador del número combinatorio (7°) 


PEJERCICIOS 
22 Probar que 


23 Probar que 


* CONSECUENCIAS de la definición 2.1: 


a) (5)=. cualquiera que sea el número natural n. 
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4) (T) =n cualquiera que sea el número natural n: 


€) (mt a) = (5): es decir, dos números combinatorios del mismo nume- 


rador y cuyos denominadores sumen el numerador 
común, son iguales. 


y a n \ {n+ 
£} ¡READ Na) 
DEMOSTRACIÓN de d”): 
(1) +( n jey e A T 
h hl! h! (h+ h+l 7 (+11 
E a a CES NN 
ADD DR 


nh) Dent) 
“A+ (+11 
Nh Le) AR) A 
A AE 


An 


Nótese que debajo de algunos signos de igualdad se ha indicado la propiedad 
utilizada para efectuar ese paso. 


EJERCICIOS 


24 
25 


26 


27 


Comprobar las propiedades a"), b°), €) y d°) para n=7; h=3, 


Demostrar las propiedades a°), b") y <"). Téngase en cuenta que la conse- 
cuencia c”) sigue de la consecuencia €). 


Hallar el número natural x, distinto de 4, tal que 


(0-0) 
(0,5) 


es otro número combinatorio. ¿Cuál? 


130 


3. Triángulo de Tartaglia 
Si disponemos los números combinatorios como sigue: 


k 
(ol G 


PS 


y ahora sustituimos cada uno de ellos por su valor, obtenemos: 


1 
¿Ns 


| Observemos, en este esquema numérico, que cada número se obtiene su- 
Usando los dos que tiene encima (los dos de los que parte una flecha que 
"lega hasta ese número). Los extremos de cada fila son unos. Así, los núme- 
gos de cada fila se obtienen de los de la precedente. 

Este esquema numérico se conoce con el nombre de triángulo aritmético 


$ 
TARTAGLIA © de PASCAL. 


JERCICIOS 
41 Continuar el triángulo de Pascal hasta la fila décima. 
Comprobar que el resultado obtenido para (9), en el ejercicio anterior, 
coincide con el que se obtiene aplicando directamente la definición 2.1. 
Bi 


3.3 Interpretar las propiedades a°), b”) y e”) de los números combinatorios, sobre 
el triángulo de Tartaglia. | 


A continuación estudiaremos una aplicación interesante de los números 
combinatorios. 


4. Binomio de Newton 


Si elevamos a la potencia 1 la suma de los números p y q, y tenemos en 
cuenta que 
(s)- 
0)" 


obtenemos: 
ror=p+9=t:p+1:9=( 5)o+(1)a 


enoje (ie 


Al multiplicar el binomio p+g por sí mismo: 
arpa tap +a =p + pata 
hemos obtenido la expresión: 
para | 


conocida desde los primeros cursos, y que puede ahora escribirse, teniendo | 
en cuenta que: 
(A 
2 


en la forma: 
Cela (Dre 
Si multiplicamos a ambos miembros de la igualdad anterior por p+q. ob- 


T imee Ge elea 
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L&I Especifique las propiedades por las que efectúan cada uno de los pasos en el 
cálculo anterior de (9+4). 


Si multiplicamos ambos miembros de la igualdad anterior por p+q, obte- 


ES naO pee Gee 


AAN 
-7 e(o) +h) (ie (Joer Gereh) (Jer 
Foe O Ole OG GG eG) 
e (i) (e + Ge ale 


EJERCICIOS 
4.2 Comprobar que 
mafie GG G GG) 
a partir de la expresión anterior, de modo análogo a como se llegó a ésta 


a partir de (+4). 
43 Análogamente para (p+4}. 


gm 


Nos preguntamos ahora si será cierto que 
wrar- (hhe (1)eveo(3)ees+ (5)e 


Es evidente que se trata de una propiedad que depende esencialmente del 
número natural A. Por tanto, parece natural aplicar el método de inducción, 
tratado en el párrafo 7 del $ anterior. 


zz <AáA<4<T<Tw<+4+<]2 
EJERCICIO 
4.4 Suponiendo cierta la expresión anterior, demostrar a partir de ella que 


oraa O (Ape ARA 


h+ 


del mismo modo que se ha operado en los casos de los ejercicios 4.2 y 43, 


— == 


* TEOREMA 4.1: La siguiente expresión, llamada fórmula del binomio de New- 
ton, generaliza los resultados anteriores: 


[osa (o) (Je (je (ae 


Demostración: Ya hemos visto, al principio de este párrafo, que la expresión anterior 
es cierta para n=1. Por otra parte, en el ejercicio 4.4, hemos visto que supuesta cierta 
Para n=h, entonces también es cierta para n=h+1. Por tanto, es cierta para cualquier 
número natural m, según dijimos al estudiar el método de inducción. 
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Basta observar la fórmula de Newton para justificar el hecho de que a los 
números combinatorios se les llame también coeficientes binómicos, pues son 
los coeficientes del desarrollo de la potencia del binomio p+q- 


+ CoroLARIO 4.1: 


oG ahea) 


Demostración: Basta hacer p=G=1 en la fórmula del binomio. 


EJERCICIOS 


45 Desarrollar (x+3Y' por la fórmula del binomio, haciendo uso del triángulo 
de Tartaglia para calcular los números combinatorios o coeficientes binómi- 
cos correspondientes. 


46 Desarrollar (a-b)? por la fórmula del binomio, teniendo en cuenta que 
a-b=a+(—b) 


4.7 Escribir directamente, sin hacer el desarrollo completo, el coeficiente de a" 
en el desarrollo de (x +4), 


La fórmula del binomio se debe al italiano TARTAGLIA (1500-1557) y fue 
generalizada por el inglés Newrow (1642-1727) para exponentes no enteros. El 
francés PAscaL vivió entre 1623 y 1662. 


5. Combinaciones: su formación 


| Consideremos el conjunto V=(a, e, i, o, u}, de las vocales. Recordando la 
definición de cardinal de un conjunto, dada al final del párrafo 1 del $ 3, se 
Sene que: 


Card(V)=5 
s decir, el conjunto V está formado por 5 elementos. Formemos los subcon- 
juntos de V, cuyo cardinal es 1: 
ta) {e} {ih (o) {u} 


Diremos que hemos formado así las combinaciones de orden 1 con los cin- 
so elementos del conjunto V. Análogamente, las combinaciones de orden 4 
on los elementos del conjunto V son: 


leiou} {abou} fa.eo,u) {mehu} (a 


o} 
B5 


+ Dermución 5.1: Dado un conjunto finito, A, cuyo cardinal sea n, se llaman’ 
combinaciones de orden h, con los elementos de A, a los subconjuntos de A, 
cuyo cardinal sea h. 

Nótese que el número natural A ha de ser menor, o igual, que m, pues a 
partir de un conjunto de » elementos no se pueden formar subconjuntos cuyo 
cardinal sea mayor que n- 


EJERCICIOS 
5.1. Formar las combinaciones de orden 1 con los elementos del conjunto 
Amla b, e) 


5.2 Formar las combinaciones de orden 2 con los elementos del conjunto 4 del 
ejercicio anterior. 


Supongamos ordenado totalmente el conjunto V: 


primer elemento: a 
segundo >» e 
tercer » i 
cuarto » o 
y quinto» u 


A partir de las combinaciones de orden 1 con los elementos de V, forme- 
mos las combinaciones de orden 2, como se indica a continuación: 
{a} —— {ae}, {a,i}, (a,0), {a,u} 
(e) ———> (eri) {e0}, (6,4) 
{i} ——————=> {i oh {iu} 
10) ————— (0,u) 
{u} i 
Así, a partir de (a), hemos formado 


fa. e) {ai} {a 0} {a,u} 


obtenidas añadiendo, sucesivamente, cada uno de los elementos, e, i, 0, u, pos- 
teriores al elemento a, en la ordenación total citada anteriormente. 
Análogamente, a partir de (e), hemos formado: 


dei} leo), {e u} 
pues i, o, u son los elementos posteriores al elemento e. A partir de {i}, se 


ne 


Sormado 


tio} {iu} 
'a, u son los elementos posteriores al elemento i A partir de {0} sólo se 
to, u) 


m es el único elemento posterior al elemento o. Por último, a partir de 
hemos formado ninguna, ya que u es el último elemento en la orde- 
anterior. 
que, de este modo, se han formado rodas las combinaciones 
2 con los elementos de V. En efecto, imaginemos cualquier subcon- 
de V, cuyo cardinal sea 2. Sea {i, e), por ejemplo. Ordenemos sus ele- 
de acuerdo con la ordenación total anterior: (e, 1). Como el elemen- 
es posterior al e, el subconjunto (e, ¿) ya ha sido construido por el pro- 
to anterior. 

Otra parte, dos cualesquiera subconjuntos, de cardinal 2, de los obte- 
por el procedimiento anterior, a partir de las combinaciones de orden 1, 
distintos, ya que, o proceden de distinta combinación de orden 1, o bien, 
de la misma combinación de orden 1, difieren en el elemento pos- 


partir de éstas, las de orden 2, 
5, 6). 


Del mismo modo, a partir de las combinaciones de orden 2, con los ele- 
de V, pueden formarse las combinaciones de orden 3, como se indica 


{a e) —> iaei} (00) {a e, u) 
{a, i} — (aiok (a i u} 
(a, 0) ——— (a, 0, u) 
la, u} 
ta 1———— (0.0) {ei u 
le, 0) > 46, 0, 4) 
te, u} 
{i 0} —— ti o u} 
{i u} 
to, u) 
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A partir de (e, i} hemos formado 
te io) {e,i u} 


obtenidas añadiendo sucesivamente cada uno de los elementos, o, u, posterio- 
res al último elemento, i, de (e, i}. Análogamente, para los demás casos. 

Notemos que se han formado así todas las combinaciones de orden 3, con 
los elementos de V. En efecto, imaginemos cualquier otro subconjunto de V, 
cuyo cardinal sea 3. Sea, por ejemplo, (u, i, e}. Ordenamos sus elementos de 
acuerdo con la ordenación total introducida anteriormente en V, con lo que 
el subconjunto anterior se escribirá en la forma (e, i, u). Si prescindimos del 
último elemento, u, queda la combinación de orden 2: (e, i). Por ser u pos- 
terior al último elemento, i, de (e, i}, el subconjunto (e, i, u} ha sido obte- 
nido por el procedimiento anterior. 

Por otra parte, dos subconjuntos cualesquiera, de cardipal 3, de los obte- 
nidos por el procedimiento anterior, a partir de las combinaciones de orden 2, 
son distintos, pues proceden de distinta combinación de orden 2, o, si proce- 
den de la misma, difieren en el elemento añadido posteriormente, 


(Il. ——ae—k—— 


EJERCICIO 
5.4 Formar las combinaciones de orden 3 con los elementos del conjunto 
(1, 2, 3, 4, 5, 6), utilizando el ejercicio 5.3. 


44 4 2 4 22 2 


A partir de las combinaciones de orden 3, con los elementos de V pueden 
formarse, por el mismo procedimiento, las de orden 4: 
{a e, i} ——> laei o) {aei u} 
(a, e, 0) ——— la, €, 0, u} 
{a e, u} 
{a i o} — ia i 0, u} 
(a, i, u} 
(a, o, u} 
fe, i 0) ——— te, 
(e, i u} 
{e, o, u} 
(i, o, u} 


o, u} 
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EJERCICIOS 


55 Demostrar que de este modo se han formado todas las combinaciones de 
orden 4 con los elementos de Y. 


54 Demostrar que dos cualesquiera subconjuntos de Y, de cardinal 4, obtenidos 
por el procedimiento anterior, son distintos. 


57 Formar las combinaciones de orden 4 con los elementos del conjunto 
(1,2, 3, 4, 5, 6) 

5 Formar las combinaciones de orden 5 con los elementos del c 
(1, 2,3, 4, 5, 6) 


A == ————— 


| A partir de las combinaciones de orden 4 con los elementos de V, pueden 
lermarse las de orden 5 , por el procedimiento mencionado anteriormente: 


(a. e, i, o} — (a, e, i o, u) 
(4, e,i u) 
(a, e, 0, u) 
(a i, o, u) 
(e, i o, u) 


EJERCICIO 
59 Formar las combinaciones de orden 6 con los elementos del conj 
(1,2,3,4 5, 6) 


El procedimiento anterior es general, es decir, aplicable al caso de las com- 
jones de orden h, con los elementos de un conjunto cuyo cardinal sea n, 
Impuesto h<n. Así, supuestas formadas las combinaciones de orden h, se for- 
las de orden h+1 añadiendo a cada una de las de orden h los elementos 
entes al último de los que en ella figuran, sucesivamente. Razonando 
hemos hecho en el ejemplo V, se prueba que, supuestas formadas. las 
"combinaciones de orden h, y aplicando la regla de formación enunciada ante- 
te, se: forman todas las combinaciones de orden h+1, siendo distin- 
los dos cualesquiera subconjuntos de cardinal h +1, obtenidos por el procedi- 
Siento anterior. 
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En la figura 5.1 se esquematiza la formación de las combinaciones de cada 
orden, a partir de las de orden inmediatamente inferior: 


Figura 5.1 


Nótese que, para abreviar, hemos escrito aei en vez de (a, e, i). Lo mis- 
mo se ha hecho para las demás combinaciones de los distintos órdenes, 


—___________——— 4 K<— 


EJERCICIOS 


5.10 Construir un esquema similar al de la figura 5.1, para las combinaciones de 
órdenes sucesivos, con los elementos del conjunto 


IL 2 3, 4.5, 6) 
5.11. Formar todas las combinaciones de orden 3 con los siete colores del arco iris. 


lA 


6. Número de combinaciones 


Como ØCV y Card (Ø)=0, podemos decir que existe una única combi- 
nación de orden 0. Si al número de combinaciones de orden 0, formadas a par- 
tir del conjunto V, cuyo cardinal es 5, se representa por Cs), tendremos que 


Csp=1 


ce) 


párrafo anterior vimos cómo a partir del conjunto V, o de otro con- 

cuyo cardinal sea cinco, se pueden formar 5 combinaciones 
L Si representamos por Cs, al número de combinaciones de orden 1, 
s a partir de un conjunto de cinco elementos, como el conjunto V, 


Os 
c(i) 


vimos que, a partir del conjunto V, se podían formar diez sub- 
S de cardinal 2, Es decir, si representamos por Cs, al número de 
de orden 2, que pueden formarse a partir de un conjunto cuyo 
cinco, se tiene que 


Cs3=10 


que el número combinatorio 


(2) 


63 cono 0-0) 


Csa=Css 


será: 


Interpretar este resultado en las combinaciones. Generalice este resultado. 


Parece natural preguntarnos ahora; si representamos por C,, y al número 
de combinaciones de orden A, formadas a partir de un conjunto de cardinal n, 


¿será Cam (4)? 
Consideremos de nuevo las combinaciones de orden 3, formadas con los 
elementos del conjunto V, es decir, los subconjuntos de V cuyo cardinal es 3, 


Al observar estas combinaciones, que se encuentran representadas en la figu- 
ra 6.1, notamos que hay unas combinaciones en que figura el elemento a (las 


Figura 61 


que se encuentran encima de la linea de trazo discontinuo) y otras en que no 
aparece el elemento a (las que se encuentran debajo de la misma línea). Si en 
aquellas en que figura el elemento a, suprimimos dicho elemento a, nos que- 


dei feo feu 
fio piu 
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“dan, como se indica en la figura 62, los subconjuntos de cardinal 2 que se 
pueden formar a partir del conjunto de cardinal 4 
(e, i o, u} 

es decir, las combinaciones de orden 2, que se pueden formar a partir del con- 
junto (e, i, o, u). El número de estas combinaciones de orden 2 será Cs,» lue- 
go el número de combinaciones de orden 3, en que aparece el elemento a 
será C,,,. Aquellos subconjuntos de cardinal 3, del conjunto V, en que no fi- 
gura el elemento a (situados bajo la línea discontinua en la figura 6.1) son los 
subconjuntos de 3 elementos, formados a partir del conjunto de cuatro ele- 
mentos (e, i o, u). Por tanto, hay Cs, combinaciones de orden 3, formadas 
con elementos del conjunto V, en las que no aparece el elemento a. El núme- 
ro total, Cs,» de combinaciones de orden 3, formadas con los elementos del 


conjunto V, será: 
carcase (DG 


AA AAA a a 
EJERCICIO 
64 Con un razonamiento análogo al que acaba de hacerse, demostrar que 
Costums 

utilizando el conjunto (1,4, t, u, v, 1). 
eienn rd 
+ Tuoneua 61: El número C, de combinaciones de orden h que se pue- 
den formar a partir de un conjunto de n elementos (n >) es igual al número 

FR E 
combinatrio (). 

Demostración: Razonemos por inducción. Es evidente que 


emali), 


pues a partir de un conjunto unitario sólo puede formarse una combinación de orden 1. 
Además, como Ø está contenido en cualquier conjunto. será 


ame(i) 


Luego el enunciado del teorema 6.1 es cierto para n=1. Supongámoslo también 
13 


1) o (2):-<cu-(1) 


Imaginemos formadas todas las combinaciones de orden ía partir de un conjunto 
de cardinal h+1. De esas Chs, combinaciones, hay unas en que figura un elemento fijo, 
y otras en que no figura ese elemento. Si en aquéllas en que figura dicho elemento fijo 
prescindimos de él, nos quedan las Ca, combinaciones de orden ¡—1 de los A elemen- 
los restantes, Además, aquéllas en que no figura dicho elemento fijo serán las Chy 
combinaciones de orden 3 de los A elementos restantes. Se tiene, por tanto, 


amara (2) Ha (%) 


i—i 


EJERCICIOS 
65 Formar las combinaciones de orden 2 a partir del conjunto 
an ay as as a n) 


robar que el número s3 de tales combinaciones es (7). 


6.6 ¿De cuántas maneras pueden elegirse 5 personas a partir de 
de 40 personas? 


conjunto 


a. 


El número total de subconjuntos del conjunto V será: 
ASAS (5,5 
0-0-0)-1-):6) 

y teniendo en cuenta el corolario 4.1 podemos afirmar que el conjunto V tie 
ne 2 subconjuntos. 
AA A a 


EJERCICIO 
6.7 En el ejemplo 8.1 del $ 2 se formaron todos los subconjuntos del conjunto 
H=(a, e, u) 


Expresar el número de tales subconjuntos como potencia de 2, e interpretar 
el resultado. 


A AA 
+ Proposición 62: Un conjunto de n elementos posee 2" subconjuntos. 
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7. Permutaciones 


El conjunto unitario (a) sólo puede ordenarse de un modo único. El con- 
junto (a, b} puede ordenarse totalmente de dos modos: 


ab ba 


según que a sea anterior a b, o bien a sea posterior a b. El conjunto (a, b, c} 
puede ordenarse totalmente de varios modos: 


abc, acb, bac, bca, cab, cba 


+ DEFINICIÓN 7.1: Dado un conjunto finito A, de cardinal h, se llaman per- 
mutaciones a las ordenaciones totales que pueden hacerse con los elementos 
del conjunto A. 

A partir del conjunto (a,b), pasamos al conjunto {a,b,c} añadiendo el 
auevo elemento c. A partir de la permutación ab, del conjunto (a, b), podemos 
construir tres permutaciones del conjunto (a, b, c), haciendo que el nuevo 
elemento c ocupe las tres posiciones posibles: 


qab anterior al elemento a ——————> cab 
ab posterior al elemento a y anterior a b —> acb 
ab, posterior al elemento b ———> abe 


Análogamente, a partir de la permutación ba, del conjunto (a, b), obtene- 
mos las tres permutaciones: 


cba, bca, bac 
t 6d t 


el conjunto (a, b, c), haciendo que el nuevo elemento c ocupe sucesivamente 
las tres posibles posiciones indicadas. 

Observemos que se han formado así seis permutaciones para el conjun- 
to (a, b, c}: 


ab —> cab, acb, abc 
ba —> cba, bca, bac 


Notemos que dos cualesquiera de estas seis permutaciones son distintas. 
En efecto: si proceden de la misma permutación de (a, b), como acb y abe (que 
groceden ambas de la permutación ab), entonces difieren en la posición del 
Šaevo elemento c, y si proceden de distinta permutación de (a,b), como acb 

Bac, entonces ya difieren en el orden de a respecto de b. 

Además, se han formado así todas las posibles ordenaciones del conjun- 

(a, b, c). En efecto, imaginemos cualquier ordenación de este conjunto. 
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Sea, por ejemplo bea. Si prescindimos del elemento c en esta permutació 
nos queda ba, que es una ordenación de (a, b}. Pero bea se obtiene a parti 
de ba, añadiendo el elemento c en una de las posibles posiciones. Luego el 
procedimiento anterior permite construir todas las permutaciones de (a, b, c} 
a partir de las de (a,b). 

De modo análogo, supuestas formadas todas las permutaciones del con- 
junto (a, b, c), para formar las del conjunto (a, b, c, d} haremos que el nue- 
vo elemento d ocupe todas las posibles posiciones en cada una de las permu- 
taciones de (a, b, c), como se indica a continuación: 


+6ya/b, —> dabe,  cdab,  cadb,  cabd 
acb —>» dacb, adcb, acdb, acbd 
abc —» dabe, adbc, abdc, abcd 
cba —> deba, cdba, cda,  cbad 
bca —> dba, bdca, beda, bcad 
bac —» dba, bdac, bade,  bacd 


p 


EJERCICIOS 

7.1 Probar que dos cualesquiera permutaciones así obtenidas, a partir del con- 
junto (a, bse, d), son distintas, razonando como se ha hecho en (a,b, e) 

7.2 Probar que se han formado de este modo todas las posibles permutaciones 
de (a,b, e, d), razonando como hemos hecho para (0,b,c). 

7.3 Formar todas las permutaciones de (a, b, e, d, e), a partir de las ya formadas 
de (a,b,c,d), siguiendo el procedimiento anterior. 


El procedimiento anterior es totalmente general. Es decir, supuestas for- 
madas las permutaciones de A elementos, para formar las de h+1 elementos, 
basta hacer que el nuevo elemento ocupe todas las posiciones posibles, en cada 
una de las permutaciones ya formadas de h elementos. Dos cualesquiera de 
las permutaciones así obtenidas son distintas y además se forman todas ellas 
por este procedimiento. Para probarlo basta razonar del mismo modo que lo 
hemos hecho para pasar de las permutaciones de (a, b} a las de (a, b, c). 

En el siguiente esquema se resume el proceso de formación de las permu- 
taciones por el procedimiento anteriormente explicado: 
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ta} (a,b) {a,b,c} {a,b,c,d} 


otro conjunto unitario, se tiene que: 
P,=1 
partir del conjunto {a} se forman las permutaciones ab y ba del conjun- 


b). Si designamos por P; al número de permutaciones de (a, b}, o de 
'otro conjunto de cardinal 2, se tiene que 


Pj=2=1:2=21 
jos por P, al número de combinaciones de (a, b, c}, o de cual- 


otro conjunto de cardinal 3; ya vimos cómo a partir de cada permuta- 
de (a, b} se formaban 3 permutaciones de (a, b, c}. Por tanto: 


Py=P,:3=213=31 
te, a partir de cada permutación de (a, b, c} se forman 4 per- 


de (a, b, c, d), pues el nuevo elemento d puede situarse en cuatro 
Por tanto: 


P=Py4=314=41 
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EJERCICIO 


7.4 Supuesto que P¿=h!, calcular Pa. teniendo en cuenta la consecuencia a) 
del párrafo 1 de este $. 


+ TEOREMA 7.1: El múmero, Pa, de permutaciones que pueden construirse 
con los elementos de un conjunto A, tal que card(A)=h, es h! 


EJERCICIOS 


7.5 Demostrar por inducción el teorema anterior. 


7.6 ¿De cuántos modos puede ordenarse totalmente un conjunto de seis per- 
Sonas? 


7.7 ¿Cuántas biyecciones del conjunto (1, 2, 3, 4, 5) en el conjunto F, de las 
Vocales, pueden construirse? Téngase en cuenta que la biyección de la figur 
ma 7. pardo considerarse que da lugar a la permutación eíauo del conjunto 
m e, h o, u 


Figura 7.1 


7.8 ¿Cuántas biyecciones del conjunto (j, j,k), en sí mismo, pueden construirse? 
Constrúyalas y compruebe su número. 


7.9 Si Card(4)=10, ¿cuántas biyecciones del conj: 
construirse? 


to A en sí mismo puedes 


Variaciones 


* EJEMPLO 
del conjunto 


Formemos las combinaciones de orden 3 con los element 
(a, b, e, d}: 


{be.d} {acd} {m b.d} ta b, c} 
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Permutemos ahora cada uno de estos subconjuntos de todos los modos 
posibles 


(b, c, d} —> bed, bdc, cbd, cdb, dbe, dcb 
la, c, d) —> acd, adc, `cad, cda, dac, dca 
(a, b, d) —> abd, adb, bad, bda, dab, dba 
la b, c) —> abc, acb, bac, bca, cab, cba 


Se han formado así todos los posibles subconjuntos totalmente ordenados 
de 3 elementos, a partir del conjunto (a, b,c, d). Se dice que se han formado 
de este modo las variaciones de orden 3 a partir del conjunto (a, b, c, d}. 


* DEFINICIÓN 8.1: Dado un conjunto finito A cuyo cardinal sea n, se llaman 
'gariaciones de orden h, con los elementos de A, a los subconjuntos ordena- 
dos de A cuyo cardinal sea h 

Nótese que entre los números h y n ha de verificarse la relación: <n. 


EJERCICIOS 


S1 ¿Por qué ha de ser h<n? 


$2 Formar las combinaciones de orden 2 con los elementos del conjunto 
(a,e,i,0,u) y a continuación formar las variaciones de orden 2, a partir 
del conjunto (a, 0, i o, u). 

83 Formar las variaciones de orden 3 con los elementos del conjunto de las 
vocales, considerado en el ejercicio anterior. 


He 


* Ejemplo 8.2: En el ejemplo 8.1 se ha visto que cada combinación de or- 
den 3 se ha ordenado posteriormente de P, formas distintas. Si designamos 
por Ve, al número de variaciones de orden 3 que pueden formarse a partir 
el conjunto (a, b, c, d), o de cualquier otro conjunto cuyo cardinal sea 4, se 
Sene que: 


4 40 
Vo=C Pieca 3 (4) .312 031 =40=4.3:2= 
n= Cy Pr=Cisi31 (5) 3 =0=43:2=24 


ťĪ â A A AA 


EJERCICIO 


© Teorema 8.1: Si designamos por V., al mímero de variaciones que se 
pueden formar a partir de un conjunto de cardinal nh<n), se tiene que; 


Var=Cus"Pa 
Demostración: Basta razonar como en el ejemplo 8.2. 
e COROLARIO 8.1: 


EJERCICIOS 


8.5 Demostrar el corolario 8.1, haciendo uso del ejercicio 2.2. 

En una clase de 28 alumnos se realiza un sorteo con un primero, un segundo 

y un tercer premio, distintos entre sí. ¿De cuántos modos pueden repartirse 

los premios? 

8.7 Repita el ejercicio anterior, pero ahora suponiendo iguales entre si los tres 
premios referidos. 

8.8 ¿Cuántas aplicaciones inyectivas del conjunto (1, 2, 3, 4) en el conjunto 
(a,b g) pueden construirse? Téngase en cuenta que la aplicación 
Inyeet por el diagrama de flechas de la figura 8.1 puede considerarse 
que de logar a la variación de orden cuatro: ebeg. 


8.9 ¿Cuántos subconjuntos pueden formarse a partir del conjunto 
lab e, d, ete 
y cuántos de estos subconjuntos tienen por cardinal 42 


8.10 ¿Cuántos subconjuntos ordenados totalmente y de cardinal cuatro pueden for- 
marse a partir del conjunto (a, b, e, d}? 


Otras formas posibles de exponer la Combinatoria las encontrará en los libros 
Pary, Mathématique Moderne, Ed Didier, vol. 5, livre 1. 
Rex PASTOR, Análisis Algebraico, Madrid, 1961, capítulo IL. 
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ESTADISTICA 8 


I. Fenómenos aleatorios. Sucesos 


En los fenómenos causales, supuesta una causa, se sigue un efecto. Así, 
al aplicar una determinada fuerza hacia arriba (causa) a una piedra de masa 
“conocida, ésta alcanza una altura (efecto), que puede predecirse, con un sen- 
tillo cálculo, antes de realizar la experiencia. 

Consideremos ahora el fenómeno consistente en lanzar al aire una moneda 
y observar, una vez que ha caído sobre una superficie plana, la parte que no 
“poya sobre dicha superficie. Al repetir la experiencia varias veces se obtie- 
e unas veces cara y otras cruz, sin que pueda predecirse, en cada experien- 
Sa particular, si el resultado va a ser cara o cruz. Los fenómenos de este tipo, 
en que supuesta una causa el efecto es incierto, se llaman fenómenos alea- 
sorios o fenómenos de azar. 

Cuando lanzamos al aire un dado, tampoco puede predecirse el resultado 
“del experimento, es decir, la cara que va a quedar hacia arriba cuando otra 
"de las caras del dado, su opuesta, apoya Sobre una superficie plana horizontal, 
después de caer. Se trata, por tanto, de otro fenómeno aleatorio. 

Cuando nace un nuevo ser, tampoco puede predecirse su sexo. Este es 
(piro fenómeno aleatorio, 

Otros ejemplos de fenómenos aleatorios son: sacar una carta de una ba- 
baja, supuesta bien barajada; sacar una bola de una urna que contiene va- 
Sas de distintos colores; obtener premio en la lotería, etc. 

Las causas de esta incertidumbre, en el resultado de una experiencia alea- 
soria, pueden ser de origen diverso. En el caso del dado, son la imposibilidad 
de medir con toda exactitud la fuerza impulsora aplicada, la complicación del 
[fálculo de la trayectoria, etc. Otras veces las causas son de origen histórico: 
oy podría predecirse el sexo si se conocieran veintisiete generaciones an- 
riores. 


151 


EJERCICIO 
L1 Busque ejemplos de fenómenos aleatorios. 


Los posibles resultados a que puede dar lugar un experimento aleatorio 
se llaman sucesos elementales. En el caso del dado, referido anteriormente, 
los sucesos elementales son 

1,2,3,4,5, 6 
y en el caso de la moneda 


cara, cruz 


Al conjunto de todos los sucesos elementales a que puede dar lugar un 
experimento aleatorio le llamaremos conjunto total de sucesos, En el caso 
del dado, el conjunto total de sucesos será 


S=(1, 2,3, 4, 5, 6) 


que podemos representar intuitivamente con la ayuda de la figura 1.1. A los 
subconjuntos del conjunto total de sucesos se les llama sucesos. En el caso 


Figura 11 


del dado, el suceso A, consistente en obtener un número par, como resultado 
del experimento, será el subconjunto de $ siguiente: 
A=(2, 4, 6) 


que se puede representar intuitivamente como se indica en la figura 1.2, Anå- 
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Jogamente, el suceso B, consistente en obtener un múltiplo de tres al lanzar 
el dado, será: 


B=(3, 6) 


que es otro subconjunto de S. Se encuentra representado en el diagrama de 


Ez + 


Figura 13 


= DEFINICIÓN l.l: Dado un suceso A, se llama suceso contrario a su con- 
ento complementario, respecto del conjunto total de sucesos. 


5 EJEMPLO 1.1: En el caso del dado, el suceso contrario del suceso 
B=(3, 6) 


cA 


Figura L4 


B=(1,2,4,5) 


ntado en la figura 14. 
Nótese que el suceso contrario del B se representa por B. 


DEFINICIÓN 1.2: Dos sucesos, C y D, se dicen incompatibles cuando no 
suceder simultáneamente, es decir, cuando 


CND=Ø 
EemPLO 1.2: En el caso del dado, los sucesos 
C=(1, 2) 
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consistente en obtener un número menor que tres, y 
D=16) 
consistente en obtener un número mayor que cinco, son incompatibles, ya que 
cnD=g 


como se muestra en la figura 1.5. 


Figura 15 


* EJEMPLO 13: Los sucesos A y B, representados en las figuras 1.2 y 1.3, no 
son incompatibles, pues 


ANB=(61%0 


como se muestra en la tigura 1.6. Por ello se dice que los sucesos A y B son 
compatibles, 


EN 
ES) 


Figura 16 


EJERCICIOS 


1.2 En el caso del dado, ponga un ejemplo, distinto de los anteriores, de sucesos 
contrarios. 


13 En el mismo caso del dado, ponga un ejemplo, distinto de los anteriores, de | 
sucesos incompatibles y otro de sucesos compatibles, 

1.4 En el caso de la baraja española de cuarenta cartas, ponga ejemplos de 
sucesos contrarios y de incompatibles. Utilice diagramas similares a los de 
las figuras anteriores de este párrafo. 


15 Analice el caso de la moneda, para poner un ejemplo de sucesos contrarios. 
y de incompatibles. 
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El conjunto total de sucesos, es decir, el conjunto de todos los sucesos 
elementales a que puede dar lugar un experimento aleatorio, constituye el lla- 
mado suceso cierto. En el caso del dado, el suceso cierto será 


(1,2,3,4,5, 6) 


El suceso contrario del suceso cierto se llama suceso imposible. Es decir, 
el suceso imposible es Y. 


2. Frecuencias: sus propiedades 


* EjmpLo 2.1: En el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire 
an dado, consideremos el suceso B=(3, 6). Lancemos el dado veinte veces. 
Supongamos que siete veces, de las veinte, ocurre el suceso B, es decir, se 
Sbtiene uno de los dos números 


3,6 


y las trece veces restantes ocurre el suceso contrario, B, es decir, se obtiene 
uno de los cuatro números 


1,2,4,5 


Diremos, por ello, que la frecuencia absoluta del suceso B ha sido siete. 
| Ahora bien, decir que el suceso B ha ocurrido siete veces tiene poco interés, 
=$ no se menciona el número de experiencias realizadas. Más interesante es el 
“gociente de la frecuencia absoluta de un suceso y el número de experiencias 
'pealizadas, es decir, el número 


f Era 


20 
E nuestro caso. A este número se le llama frecuencia relativa del suceso B, 
simplemente frecuencia del suceso B. 


> DEFINICIÓN 2.1: Si repetimos n veces un experimento aleatorio y el su- 
seso 13 ocurre np veces, de las n veces, se llama frecuencia absoluta del su- 
[seso B al número ns y se llama frecuencia relativa del suceso B, o simplemen- 
de frecuencia del suceso B, al cociente 


a 

A la frecuencia del suceso B se la representa por 
friB) 

Por tanto, 


fra) 
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* EjempLO: En el caso del ejemplo 2.1, se tiene 


7 
n=0; m=7;  fr(B)==035 


EJERCICIOS 
2.1 Al lanzar al aice un dedo clacuenta veces se obtiene veintinueve veces, de i 


se 
22 Láncese al aire una moneda 


Vamos a estudiar ahora las propiedades de las frecuencias. 

Dado un suceso A, como su frecuencia absoluta, na, ha de ser menor o. 
igual al número n, de experiencias realizadas, la frecuencia relativa del suceso 
A será un número comprendido entre cero y uno, es decir, 


| Bii 
[as 


Si realizamos n experiencias, la frecuencia absoluta del suceso cierto es n, 
por lo que 


| frísuceso cierto) =T=1 


La frecuencia absoluta del suceso imposible es cero, por lo que 


| Ir suceso imposible)» o! 


Consideremos un experimento aleatorio que puede dar lugar, entre otros, 
a los sucesos A y B. Es evidente que los subconjuntos 


A-B, ANB, B-A 
determinan una partición del conjunto A UB, como se visualiza en la figu- 
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sa 2.1, donde aparecen: 


A-B rayado en negro únicamente 
AMB rayado en rojo y en negro, y 
B-A rayado en rojo únicamente 


Figura 21 


Por tanto, 
AUB=(A-B)+(A NM B)+(B-A) 
* EjEMPLO 22: Caso del dado, esquematizado en la figura 22 
B=(3, 6) 
(2,4) + (6) + (3) 
= ATB) «(ABI +B A) 


Figura 22 


IERCICIO 


En el experimento aleatorio consistente en extraer una carta de la baraja, 
se consideran los sucesos: 

R consistente en obtener rey; 

C consistente en obtener copa. 


Hágase una partición del conjunto RUC, de modo análogo al del ejemplo 22. 
Utilícese una figura análoga a la 
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Por tanto, si llamamos: 
Maya a la frecuencia absoluta del suceso A UB 
Mu» a la frecuencia absoluta del suceso A—B 
nans a la frecuencia absoluta del suceso ANB, y 
ns-a a la frecuencia absoluta del suceso B-A 


se tendrá 
Paya = a+ Mapa toma 
luego 
Maya +A pa 
de donde 
A A +s+ nna) -nna 
Pero 


A=(A-B)+(AN B) 


como se muestra en la figura 2.3, donde aparece 


ANB rayado en rojo, y 
A-B rayado en negro, 


de modo que A está representado por todo lo rayado, en uno u otro 
Por tanto, 
MSH 


Análogamente 
m=nsat nne 
luego 
Maya =P += Ma 
de donde 
Maya Mm "s Mans 
E AT T 
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es decir, 


[rau 


+ Ejewpro 23: Se han verificado veinte lanzamientos de un dado y se han 
obtenido: 

5 veces par, no múltiplo de tres 

4 veces múltiplo de tres, no par 

2 veces el resultado seis 


Se tiene, pues, de acuerdo con la notación del ejemplo 22: 


n=; mses; namli Mam? 


m=5+2=7; m=4+2=6; mys=ll 


para los siguientes 
se han verificado cien extracciones, de las que 


8 veces se ha obtenido rey, sin ser copa 
15 veces se ha obtenido copa, sin ser rey 
3 veces se ha obtenido el rey de copas 

Compruebe que 

JAR O) fr (R+ (O-H RNO 


Si los sucesos A y B son incompatibles, ANB será el suceso imposible, 
decir, 


ANB=D 


fr(ANB)=0 


fr(A U B)=fr (A)+ fr (B) 
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En realidad, en este caso, por ser los subconjuntos A y B disjuntos, podrá 
escribirse A+B en vez de AUB, luego se tiene 


[r(A+B)=Ir(A)+¡r(8) | 


* EjBmPLO 2.4: En el caso de la baraja, los sucesos copa y espada son in- 
compatibles, luego 
fr(C+E)=fr (C)+ fr (E) 


donde E representa al suceso espada. 


EJERCICIOS 


25 En el caso de la moneda, considérense los sucesos incompatibles cara y cruz, 
Con los resultados obtenidos en el ejercicio 2.2, comprobar que 


ADA) 


donde F representa al suceso cara y Z al suceso cruz. | 
2.6 Demostrar que si 4, B y C son tres sucesos incompatibles dos a dos, se 
verifica 


JAR BO)= fe (A+ r (B) + fr (C) 


* EjemPLO 25: Volvamos sobre el ejemplo 23, donde se tenía n,=7. Con- | 
sideremos sólo estas siete experiencias, olvidándonos, por ahora, de las res- | 
tantes, en las que no ha ocurrido el suceso A. De estas siete experiencias, en 
dos de ellas ha ocurrido el suceso B. Por ello diremos que la frecuencia del 
suceso B, condicionada por el suceso A, es 

2 


7 


* DEFINICIÓN 22; Sea un experimento aleatorio que puede dar lugar, entre 
otros, a los sucesos A y B. Se llama frecuencia del suceso B, condicionada 
por el suceso A, al cociente 


Mana 


m 
La frecuencia de B condicionada por A se representa por 
fr(BJA) 
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Por tanto, 
Tans 
m 


fr(BlA)= 


+ EjempLos: En el ejemplo 25 se tenía 


m=; Mana? 
luego 
trejo) 
qu 


Análogamente, la frecuencia de A condicionada por B se definirá en la 
forma 


Pana 
frame 


y para los datos del ejemplo 23, donde se tenia 


nspa=2 


fr(AlB)= 4 


— 

EJERCICIO 

27 Con los datos del ejercicio 2.4, calcular las frecuencias condicionadas 
MARIC y IFAI), 


HI 


Si multiplicamos los dos miembros de la expresión 


n 
tejay 


por na obtenemos 
nafr (B/A)=nans 


Dividiendo ahora por el número, n, de experiencias realizadas, queda 
Pana 


m 
-p "BIA = 
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es decir, 
IriA) fir iBJA)=fr (A N B) 


EJERCICIO 
2.8 A partir de 


probar 
y Je (B O A)= e (B) fr (41B) 


Por tanto, se tiene 


IAN B)=fr(A) fr (BJA)=fr (B) fr (A/B) | 


es decir, la frecuencia del suceso intersección de otros dos sucesos es igual 
a la frecuencia de uno cualquiera de ellos por la frecuencia del otro, condi- 
cionada por éste. 


EJERCICIOS 


29 Comprobar la expresión anterior para el caso del dado, con los datos del 
ejemplo 23. 

2.10 Repita el ejercicio anterior, ahora para el caso de la baraja, con los datos 
del ejercicio 2.4. 


3. Probabilidades 


Consideremos el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire la: 
moneda, Realicemos la experiencia varias veces y calculemos la frecuencia 
relativa del suceso cara. Supongamos que se han obtenido los resultados de 
la tabla de la figura 3.1. 

Se observa que cuando el número de experiencias realizadas se hace muy 
grande, la frecuencia relativa del suceso cara tiende a estabilizarse hacia el 
número 05. ` 

Esta observación experimental de que la frecuencia relativa tiende a esta- 


162 


RUI 
a 
= 


8/15 


Figura 31 


se hacia un cierto número, cuando el número de experiencias realiza- 
es muy grande, puede comprobarse en multitud de fenómenos aleatorios. 
Este número hacia el cual tienden a estabilizarse las frecuencias relativas, 
ido el número de experiencias realizadas se hace tan grande como ima- 
, se llama probabilidad. 
Del concepto de frecuencia se pasa, de este modo, por un proceso de abs- 
, al concepto de probabilidad. Como en un experimento aleatorio, a 
suceso podemos asignarle nn número, su frecuencia, análogamente la 
lidad asocia a cada suceso un número, La probabilidad es, por tanto, 
aplicación del conjunto de los sucesos en el conjunto de los números y 
ha de verificar unas ciertas propiedades, que serán reflejos de las propie- 


Para las frecuencias hemos encontrado, en el párrafo anterior, las siguien- 
es propiedades: 
FI) 0Sfr(4)<l. 
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F2) fr (suceso cierto)=1. 
F3) fr(AUB)=fr(A)+ fr (B)—fr (A N B). 
F4) fr(A N B)=fr (A) fr (B/A)=fr (B) fr (AJB). 


El concepto de probabilidad se introduce axiomáticamente, postulando sus 
propiedades, por un proceso de abstracción, a partir de las propiedades de 
las frecuencias, como se indica a continuación. 


* DEFINICIÓN 3.1; Dado un experimento aleatorio, se llama probabilidad a 
una aplicación, P, del conjunto de los sucesos (a los que puede dar lugar ese 
experimento aleatorio) en el conjunto de los múmeros reales, que verifica las 
siguientes propiedades: 

PI) Cualquiera que sea el suceso A, se verifica: O<PIA)S 1. 

P2) Písuceso cierto)=1. 

P3) Cualesquiera que sean los sucesos A y B, se verifica: 


P(A U B)=P\A) + P(B) - PIA N B) 


donde P(A) se lee probabilidad de A, ete. 


Consecuencias de la definición anterior: 
CI) Si los sucesos A y B son incompatibles, se verifica 


P(A U B)=P(A + B)=P(A) + P(B) 


C2) Para el suceso A, contrario del A, se verifica 


P(A)=1-P(A) 
c3) P (suceso imposible) =0 
cs PIA +B+C)=PIA)+ PIB) + P(C) 


EJERCICIO 
3.2 Demostrar las cuatro consecuencias anteriores, a partir de la definición 3.1. 


Supongamos un fenómeno aleatorio que puede dar lugar a varios sucesos 
elementales. Sea, por ejemplo, el caso del dado. Admitamos que el dado no 
está cargado, es decir, que la probabilidad de que al lanzarlo se obtenga como 
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resultado 2 es igual a la probabilidad de que se obtenga 5, etc. Es decir, supon- 
gamos que 
P(1)=PQ)=P(3)=P4)=P(5)=P(6) 


Como los sucesos elementales 
0) (2) 6) (4), (5), (6) 


son incompatibles, dos a dos, se verificará 
P((1,2,3,4,5,6))=P(1) + P(2)+PG3)+P(4)+P05)+P(0)=6P(1) 


pero (1, 2, 3, 4, 5, 6) es el suceso cierto, luego 
1=6P1) 


Por tanto 


P0)=¿=P2)=...=P6) 


La probabilidad del suceso B=(3,6) será 
PB)=P43, 6N=P0)+ RO =2P0)=2- == 
Este experimento aleatorio puede dar lugar a seis sucesos elementales po- 
AD (2) (3) (0, (5), 16) 


¿pero sólo dos de ellos 

6), (6) 
[son favorables al suceso B. Hemos obtenido 
2 _número de sucesos elementales favorables al suceso B 
número de sucesos elementales posibles 
Drs sazonamiento anterior es inmediatamente generliable. Sea un tend- 
[meno aleatorio que puede dar lugar a los sucesos elementales 

An As co Ar 


iscompatibles entre sí dos a dos y cuya suma sea el suceso cierto, es decir, 
“de modo que estos r sucesos sean todos los posibles. Consideremos uno de 
“es sucesos, B, a que puede dar lugar este experimento aleatorio y suponga- 
“mos, por ejemplo, que 

B=A/+Ar+...+Anj m<r 
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por lo que diremos que Aj, As son los sucesos elementales favorables 
al suceso B. Supongamos que no existe ninguna razón que haga suponer que 
la probabilidad de uno de estos sucesos elementales sea mayor que la de otro 
de ellos, es decir, supongamos equiprobables todos los sucesos elementales 
posibles, o sea, admitamos que 


PA)=PA)= 


PAL) =PAm,)=...=PA) 


Tendremos: 
rP(A)=P(A)+PIA)+...+PIAJ=PIA + Ar+ + Apt. A) 


luego 
1 
nan- 
Por tanto, 
PB)=PIA,+ Axt n+ ADEPAN EPAD +- +AA MPA JS. 
es decir, 
Ib). "" _úmero de sucesos elementales favorables al suceso B 
Sr número de sucesos elementales posibles 


Este resultado es conocido como regla de Laplace, pues fue tomado por 

el gran físico-matemático francés Laplace (1749-1827) como definición de pro- 
babilidad: 
* DEFINICIÓN 3.2 (de Laplace): La probabilidad de un suceso, en un fenó- 
meno aleatorio que puede dar lugar a varios sucesos elementales igualmente 
posibles, es igual al cociente entre el número de sucesos elementales favora- 
bles y el número de sucesos elementales posibles. 

Notemos que en esta definición se utiliza la expresión igualmente posibles 
en el sentido de igualmente probables. ¡Círculo vicioso! 

Volvemos a insistir en que la regla de Laplace solamente es aplicable 
cuando los sucesos elementales son incompatibles entre sí dos a dos y equi- 


probables. 


EJERCICIOS 


3.3 Utilice la regla de Laplace para calcular las siguientes probabilidades: 
a) probabilidad de obtener un número par, al lanzar el dado 
b) probabilidad de obtener rey, al extraer una carta de la baraja 
e) probabilidad de obtener cara, al lanzar una moneda 
d) probabilidad de obtener bola negra, al extraer una bola de una bolsa que 
contiene cinco bolas blancas y tres negras. 
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3.4 En el caso de la baraja de cuarenta cartas, calcular P (rey U copa). 


3.5 En el caso del dado, si llamamos A al suceso consistente en obtener par y 
B al consistente en obtener múltiplo de tres, calcular 


PAUB) 


3.6 En el caso de la baraja de cuarenta cartas, calcular 
P (copa U espada) 

3.7 Una bolsa contiene tres bolas blancas, cinco azules y cuatro rojas, Llamemos 
A al suceso bola azul, B al consistente en obtener bola blanca y R al suceso 
bola roja. ¿Cuál es el suceso A, contrario del 4? Calcular P(4) y P(4). 

3.8 Se lanzan al aire dos monedas. Calcular la probabilidad de q 


a) ninguna de las dos salga cara 
b) se obtenga, al menos, una cara 
€) se obtenga una sola cara. 


A >  __— E€AEE€A<Tw<—KKK KK 


Hemos introducido la definición 3,1 de probabilidad, axiomatizando sus 
propiedades, sugeridas por las propiedades Fl), F2) y F3) de las frecuencias. 
La propiedad F4) de las frecuencias, de la que hasta ahora no habíamos he- 
cho uso para probabilidades, sugiere la siguiente definición: 

+ Dermición 3.3: Si un experimento aleatorio puede dar lugar, entre otros, 
a los sucesos A y B, se llama probabilidad de A condicionada por B al co- 


| _PANB) 
A R 


lo que tiene sentido supuesto que P(B)20, ya que no puede dividirse por 
ero, según se dijo en el párrafo 11 del $ 6. 
Comparemos P(A/B) con P(A). 


# “EjumpLO 3.1: Si en el caso del dado consideramos los sucesos 


A=(parj; B=(3,6) 
se tiene 
ra; PIAN B) ra 
=; pa 
¡fuego á 
i AAB =— y T 
Como 


167 


se tiene que 
PLA/B)=P(A) 


es decir, la probabilidad del suceso A es igual a la probabilidad del suceso A 
supuesto verificado el suceso B. En otras palabras, la probabilidad del suce- 
so A, condicionado por B, es igual a la probabilidad de A. Por ello diremos 
que el suceso A es independiente del suceso B. 


+ EjempLO 32: El resultado del ejemplo anterior no siempre es cierto. Su- 
pongamos, en el mismo caso del dado, el suceso C consistente en obtener 4. 
Se tiene 


1 1 
PO)==G 5 CNA) 
PCNA)_ 1 
(C/A y 
PCIA) 7 v 3 


lo que se visualiza en la figura 3.2. Se tiene, pues, 
P(C) PCIA) 


es decir, la probabilidad de C depende de que se haya verificado previamen- 
te A, por lo que diremos que el suceso C depende del suceso A. 


* DEFINICIÓN 3. 
otros, a los sucesos A y B. Diremos que el suceso A 
suceso B, si se verifica 


P(AJB)=P(A) 
En caso contrario, es decir, si 


PIA/B) 4 P(A) 
se dice que el suceso A depende del B. 
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EJERCICIO 


39 Estudiar si los siguientes sucesos son independientes: 
a) rey y copa, en el caso de la baraj 
b) rey y as, en el caso de la baraja 
€) copa y oro, en el caso de la baraja; 

d) copa y caballo, en el caso de la baraja; 
e) Ay €, en el caso del dado; 
1D By A, en el caso del dado, 
Nota: En el ejemplo 3.1 se ha visto que 4 es independiente de B, mientras 
que en el apartado D se pide comprobar si B es independiente de 4. 
Háganse, para cada apartado, figuras similares a la 3.2. 


+ Proposición 3.1: Si A y B son dos sucesos posibles en un fenómeno alea- 
torio y suponemos que P(A)>0 y P(B)>0, entonces 


A es independiente de B => B es independiente de A 


Demostración: 
Por hipótesis 
4 
PARETA 
BjAj= PAD _ APA E PABA) =P) 
PA AM HA) 
pues PAN B)=AB)PA/B) 


según se deduce de la definición 3.3. 


* Teorema 3.2: Si A y B son dos sucesos independientes, se verifica 
PAN B)=P(A)P(B) 


EJERCICIO 


3.10 Demuéstrese el teorema anterior, a partir de las definiciones 33 y 3:4. 


RR 


+ EjempLo 33: En el caso del dado, los sucesos A y B del ejemplo 3.1 vi- 
mos que eran independientes, luego 


PANB)= 
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A ————— 

EJERCICIOS 

3.11 Comprobar el teorema 3.2 en los apartados del ejercicio 3.9 a los cuales 
sea aplicable, 


3.12 Sea un fenómeno aleatorio que puede dar lugar, entre otros, a los sucesos 
A, B y C. Demostrar que si los sucesos 4 y B son independientes y, además, 
el suceso ANB es independiente del €, entonces 


PA NB O C)= P(A) P(B) P(C) 


3.13 Elija, para el caso de la baraja, un ejemplo en que sea aplicable el resul- 
tado del ejercicio anterior y compruébelo, 


+ Ejempro 3.4: Consideremos ahora el experimento aleatorio compuesto con- 
sistente en lanzar un dado y a continuación una moneda. Designemos abre- 
viadamente cara por F y cruz por Z. Representemos por (2,F) el suceso com- 
puesto elemental consistente en obtener 2 en el dado y cara en moneda. 
Los sucesos compuestos elementales a que puede dar lugar este experimento 
aleatorio son: 


UA A GP 4. 6 (6) 
1 02 02D 42 62 (62 


Designemos por (—,F) al suceso compuesto, consistente en obtener cara 
en la moneda, sin importarnos lo que se ha obtenido en el dado. Si lama- 
mos B al suceso consistente en obtener múltiplo de tres en el experimento 
aleatorio simple consistente en lanzar el dado, designemos por (B, -) al su- 
ceso compuesto consistente en obtener múltiplo de tres en el dado, cualquiera 
que sea el resultado obtenido en la moneda. Ambos sucesos compuestos se 
esquematizan en la figura 3.3, donde aparece el suceso (=, F) en negro y el 
(B, -) en rojo 


(er (2.4) [car] z) az) 


(ar) (sr) fen (sz) (az) 


Figura 33 


Si designamos por (B, F) al suceso compuesto consistente en obtener múl- 
tiplo de tres en el dado y a continuación cara en la moneda, se tiene 


(B, F)=(B, -)N(-, F) 
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y apucango el teorema 3.2 se wnura 


P(B,F)=P(B, -) P{(-, PB, 1 
pues 
PB, 


3 

6 

y como el suceso (-,F) es independiente del (B, —), es decir, el resultado 
obtenido en la moneda no depende del número que haya salido al lanzar el 
dado, se tendrá 


ABAD, == 


EJERCICIOS 
3.14 Comprobar que 
PI, DI, 


=P=, P) 


aplicando la definición 3.4 con ayuda de la figura 3.3. 

BIS- Intenta relacionar la Mguro 33 con la idea de conjunto producto, tratada 
en . 

3.16 En el experimento aleatorio compuesto, consistente en lanzar un dado y 
extraer una carta de la baraja, calcular la probabilidad de obtener par 
en el dado y as en la baraja. 

3.17. Resuelva el ejercicio 3.8 de otro modo, con ayuda del ejemplo 3.4. 

3,18. En el experimento aleatorio compuesto consistente en lanzar al aire un dad 


extraer una carta de la baraja y lanzar al aire una moneda, calcular 
probabilidad de que ocurra el suceso aleatorio compuesto: 


(par, copa, cara) 


| * EmmPLO 3.5: Consideremos el experimento aleatorio simple consistente 
en extraer una bola de una bolsa que contiene cuatro bolas verdes y siete 
rojas. Realicemos ahora el experimento aleatorio compuesto consistente en 
extraer una bola de la bolsa anteriormente citada y, sin devolverla a la bolsa, 
“extraer una segunda bola. Calculemos la probabilidad de que ocurra el suceso 
“compuesto (V, R), consistente en obtener bola verde en la primera extracción 
y roja en la segunda. Se tendrá: 


(V,R)=(V, -)0(,R) 
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luego 


PV, Pl, RV, —)) 


JN, RI: 


PV, 


Dada la composición inicial de la bolsa, se tendrá: 


P(V, R): 


ficada la primera extracción, en la bolsa quedarán tres bolas verdes y siete 


ya que hay once bolas en total, de las que cuatro son verdes, Una vez veri- 
rojas, supuesto que en la primera extracción se obtuvo verde, es decir, 


3 
È 


EJERCICIOS 


iii pigg pem 
HPE HE 
de b aiga doki 
dia piin fi ii 
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3.25 Una bolsa contiene siete bolas, una de cada uno de los colores del arco 
iris. Se saca una bola y se devuelve a la bolsa. Se repite la operación otras 
dos veces. Calcular la probabilidad de que se obtenga verde en la primera 
extracción, roja en la segunda y azul en la tercera, Repita el mismo ejer- 
cicio suponiendo que no se devuelve a la bolsa cada bola que se va sacando, 


3.26 Si de la bolsa del ejercicio anterior se sacan tres bolas a la vez, calcular 
la probabilidad de que sea una roja, otra azul y la otra verde, 

3.27 Un profesor acostumbra a preguntar a tres alumnos cada día, A su clase 
asisten treinta alumnos. ¿Cuál es la probabilidad de que hoy pregunte a 
uno determinado? Téngase en cuenta que el profesor pregunta cada día a 


un subconjunto de alumnos cuyo cardinal es tres, Además, si pregunta a 
uno determinado, los otros dos forman un subconjunto de cardinal dos (*). 


4, Variable aleatoria; gráficos de frecuencia 


* EJemPLO 4.1: Consideremos el caso del dado. Cada uno de los posibles 
sucesos elementales da lugar a un número, En este caso, la variable aleatoria 
es el conjunto 

(1,2,3,4, 5, 6) 
de los posibles sucesos elementales. 


* EJEMPLO 4.2: Consideremos el caso de la moneda. Los posibles sucesos 
elementales a que puede dar lugar este fenómeno aleatorio son: 


cara, cruz 
Para poder realizar los cálculos que más adelante indicaremos, conviene 
representar cada uno de los sucesos elementales por un número. Asociemos 


al suceso cara el número cero y al suceso cruz el número uno, como se indi- 
ca en la figura 4.1. 


conjunto total i 
de sucesos 
elementales N 


Figura 4 


(°) Si se desea ampliar este estudio puede verse el libro: 
Sixto Ríos, Métodos Estadisticos, tomo I, «Cálculo de Probabilidades», Madrid, 1961. 
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En este caso la variable aleatoria es el subconjunto 
10, 1) 


cada uno de cuyos elementos representa a un posible suceso elemental. 

En general, dado un fenómeno aleatorio, si cada uno de los sucesos ele- 
mentales da lugar a un número, como ocurre en el caso del dado, entonces 
la variable aleatoria es el conjunto de esos números. Si, como en el caso de 
la moneda, cada uno de los sucesos elementales no da lugar directamente a 
un número, entonces se considera una aplicación inyectiva del conjunto total 
de los sucesos elementales en el conjunto de los números reales, como se in- 
dica en la figura 4.1, y se llama variable aleatoria al conjunto imagen de la 
aplicación (véase definición 5.1 del $ 3). Así queda fijada una biyección entre 
el conjunto total de sucesos elementales y la variable aleatoria, que permite 
representar cada suceso elemental por un número, de modo que dos sucesos 
elementales distintos queden representados por dos números distintos. 


* EjempLo 43: Consideremos el fenómeno aleatorio consistente en medir 
la estatura de un conjunto de personas, En este caso, cada persona observada 
da lugar a un número, por lo que tomamos como variable aleatoria al con- 
junto de las medidas de las estaturas de las distintas personas. 

Comparemos las variables aleatorias de los ejemplos 4.1 y 43. En el caso 
de las estaturas, una persona puede medir 162 cm; otra, 165 cm, y si consi- 
deramos cualquier número mayor que 162 cm y menor que 165 cm, 1647 cm, 
por ejemplo, este número puede ser obtenido como resultado de medir la 
estatura de una persona. Es decir, la estatura varía de forma. continua. Por 
ello, la variable aleatoria del ejemplo 4.3 diremos que es una variable aleatoria 
continua. En cambio, en el ejemplo 4.1, los números 2 y 3 son posibles re- 
sultados de aquel experimento aleatorio, pero el número 271, comprendido 
entre dos y tres, no puede ser resultado de este experimento. Es decir, la va- 

¡able aleatoria del ejemplo 4.1 no varía de forma continua, por lo que dire- 
mos que es una variable aleatoria discreta. 


EJERCICIO 


4.1 De entre los siguientes fenómenos aleatorios, decidir cuáles de ellos darán 
lugar a una variable aleatoria discreta y cuáles a una continu: 


a) lanzamiento de una moneda 


cero a diez en un examen, pudiendo dar únicamente 
notas que sean números enteros. 
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F 
Consideremos el fenómeno aleatorio consistente en lanzar el dado. Si Na- 
| mamos X a la variable aleatoria, será 


d X=(1,2, 3, 4, 5, 6} 


| Realicemos veinte lanzamientos y supongamos que los resultados obteni- 
[ dos sean: > 


2,3,1,5,4,5,2,3,6,5,3,1,2,4,2,3,5,6,1,3 


Para mayor comodidad en la recogida de datos se puede utilizar la tabla 
indicada en la figura 4.2, donde aparecen en la primera columna los valores 
de la variable aleatoria. En la segunda columna aparece una rayita por cada 
_vez que se ha obtenido el correspondiente valor de la variable, y en la tercera 
columna aparecen las frecuencias absolutas para cada valor de la variable. 


Xx | Observaciones | Frecuencias 
1 Ti 3 
2 RAI 4 
3 LLII 5 
4 Y 2 
5 LiH 4 
6 Ti 2 
Figura 42 


Con objeto de generalizar este proceso, designemos cada vaior de la va- 
riable según se indica a continuación: 


designemos por x, el valor 1 de la variable X 
designemos por x, el valor 2 de la variable X 


designemos por x, el valor 6 de la variable X 


Análogamente 


designemos por m, la frecuencia absoluta del suceso x; 
designemos por m, la frecuencia absoluta del suceso 23 


designemos por n la frecuencia absoluta del suceso xs 
es decir, designemos por m, a la frecuencia absoluta de z, pudiendo ser 
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i=l, 2, .... 6, como se indica en la figura 4.3, obtenida a partir de la figu- 
ra 42, como acaba de indicarse 


Variable 
aleatoria 


Frecuencia 


Figura 43 
El número total de experiencias realizadas será: 


MAN im+n+n+n=3+4+54+2444+2=20 


La suma 
++ My HH Mo + Ma 
se expresa abreviadamente mediante la notación condensada 
fr 
a 


lo que se lee sumatoria de n sub i desde i igual a uno hasta seis. Por tanto, 
en este caso, se tiene 
E 


Análogamente 


hy + h+ hy + h+ hs+ is h+ h 


EJERCICIOS 
42 Escribir, mediante notación condensada, la suma 


menta. hmm 
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43 Desarrollar la expresión 


44 Escribir condensadamente 


mimtmtmtntngtngtngtny 


Calculemos las frecuencias relativas, introducidas en la definición 21, co- 
| srespondientes a la experiencia aleatoria descrita en el esquema de la figu- 
za 43. Para ello designemos por h, a la frecuencia relativa del suceso elemen- 
al z, es decir, del valor z, de la variable. Será: 


gun 
2 


Análogamente, sea 


la frecuencia relativa de x» En general, sea 


E 


la frecuencia relativa de x, donde j puede ser cualquiera de los posibles valo- 
zes de la variable, es decir, puede ser 


1=1,2,3,4,5, 6 


Podemos añadir a la figura 4.3 una nueva columna con las frecuencias re- 
lativas, como se indica en la figura 44. 
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Figura 44 


EJERCICIOS 
4.5 Calcule 


Y | 


a partir del esquema de la figura 4.4. 


4.6 Los alumnos de un cierto curso obtienen las siguientes calificaciones en un 
examen: 


4,6,58,2,6,4,5,7,6,5,4,3,2,6,5,7,9,7,8,4,5,7,8,6,5,4,3,2,4 
Calcular las frecuencias absoluta y relativa de cada nota, utilizando un es- | 
quema similar al de las figuras 4.2 y 4.4, Compruébese que la suma de las | 
frecuencias relativas es uno. 

4.7 Láncese al aire una moneda 50 veces y con los resultados obtenidos opere 


como en el ejercicio anterior. ll 


* Proposición 4,1: Dada la variable aleatoria discreta 


X=[Xi. Zr 2) 
y llamando h; a la frecuencia relativa de x, donde i= 


Sa 


2, 1, se verifica 
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EJERCICIO 
AS Demostrar la proposición anterior. 


Una representación gráfica de los resultados indicados en el esquema de 
da figura 43 se consigue mediante el diagrama de barras de la figura 4.5. 


n 


o 


Frecuencios absolutos 
o a 


1 Pig 56 y 


EJERCICIO 
49 Construir los diagramas de barras correspondientes a los ejercicios 4.6 y 47. 


Volvamos al esquema de la figura 43. El número de veces que, al lanzar 
el dado, se ha obtenido valor igual o inferior a 2 será: 


Ny 


n+m=3+4=7 


Análogamente, el número de veces que se ha obtenido valor igual o infe- 
rior a 3 será: 


Nim emem=3+4+5=12 


Así, a la frecuencia absoluta correspondiente a un valor x, de la variable 
podemos acumular las frecuencias absolutas correspondientes a valores in- 
*eriores de la variable, para obtener las llamadas frecuencias acumulativas. La 
frecuencia acumulativa correspondiente al valor xs de la variable aleatoria 


179 


será: 
Ns=0+1m3+m+n0+n5=18 
En el esquema de la figura 4. se añade la columna correspondiente a las 


frecuencias acumulativas a las columnas que figuraban en el esquema de la 
figura 43. 


aman 
Panes 
Ñ 
z, 


EJERCICIOS 
4.10 Explique la igualdad de los números situados en los extremos de la flecha 

marcada en rojo en la figura 4.6. | 
4.11 Demuestre que 

NN im 

cualquiera que sea í 

4.12 La anterior una forma de calcular las frecuencias 
expresión sugiere rápida 


413 Cilenler ti fivcucacios acamáltivas para las vaciobico de los ejercicios S 
y 47. 


Cuando se trata de una variable aleatoria continua, como puede ser el pesa 


i 
f 
H 
i 

t 
i; 
3E 
i 
3 
f 
z 


en el caso del peso, se pueden tomar intervalos de cinco kilogramos. 
ser 


valo será el que tiene por extremos 42,5 kg y 47,5 kg, etc. Cada intervalo se 
representa por un número, que para facilidad mayor tomaremos como el cen- 
tro del intervalo. Así, el centro del intervalo de extremos 37,5 y 425 kg será 
40 kg. Es decir, a efectos de cálculos posteriores, todas las observaciones rea- 
lizadas, cuyos pesos oscilen entre 37,5 y 42,5 kg, se consideran como si cada 
una de ellas hubiera sido de 40 kg, y análogamente para los otros intervalos. 
Supongamos que los pesos, en kilogramos, de los alumnos de una cierta clase 
han sido: 
70, 63, 72, 68, 67, 59, 74, 66, 63, 71, 64, 81, 58, 75, 56, 67, 49, 61, 58, 
68, 69, 74, 77, 61, 72 


A partir de estos resultados se puede construir el esquema de la figura 4.7. 


Centros Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia 
Intervalos de > | Observaciones | absoluta | relativa” | acumulativa 
intervalos. mi hi Ni 
47,5-52,5 50 rd 1/25 1 
55 / 1/25 2 
9D [11111 5/25 7 
65 AAN) 6/25 B 
7 JALLIN 7/25 20 
75 IIIN 4/25 24 
so |/ 1/25 3 


Figura 47 


Una representación gráfica de estos resultados se consigue mediante el 
diagrama de la figura 4.8, llamado histograma de frecuencias, 


Figura 48 
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En la figura 4.9 se representa el histograma acumulativo correspondiente. 


Frecuencia acumulativa 


EJERCICIO 
4,14. Las medidas en centímetros de la estatura de los alumnos de una clase son: 


159, 162, 167, 163, 175, 164, 168, 167, 182, 163, 
169, 166, 169, 160, 158, 159, 168, 169, 178, 165 


Si se toman como centros de intervalos los números 
160, 165, 170, 


construir una tabla similar a la de la figura 4.7 y el correspondiente histo- 
grama, así como el histograma acumulativo. 


5. Índices más importantes que caracterizan 
una distribución 


El esquema de la figura 43 muestra la frecuencia correspondiente a cada 
valor de la variable, como resultado de un cierto experimento aleatorio, es 
decir, muestra la distribución de frecuencias para los distintos valores de la 
variable aleatoria. 
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Por tanto, dar una distribución es conocer la frecuencia correspondiente 
a cada valor de la variable aleatoria, es decir, dar una distribución es dar una 
aplicación que asocia a cada valor de la variable su frecuencia. Como las fre- 
cuencias absolutas son números naturales, conocer la distribución es conocer 
una aplicación cuyo conjunto de partida es la variable aleatoria y cuyo con- 
junto de llegada es el de los números naturales, 

A partir de cada distribución de frecuencias se pueden calcular ciertos nú- 
meros o índices que la caracterizan cuantitativamente. Sea la distribución de 


frecuencias dada en el esquema de la figura 5.1. 
Variable | Frecuencia 
aleatoria | Observaciones | absoluta 


Figura 511 


Supongamos que se desea caracterizar por un número a esta distribución. 
Una forma de hacerlo es obtener la media aritmética, o simplemente media, 
consistente en sumar los valores obtenidos en las distintas observaciones y 
dividir por el número total de observaciones realizadas. Como se ha obtenido 
dos veces el valor 30, tres veces el valor 35, etc., se tendrá, para la suma de 
los valores obtenidos: 


30+30+35+35+354+40+40+40+40440+454+45+45+454 50 = 


22304 3-35 + 
=w + dm + 
= 004 na + 


Para obtener esta suma cómodamente puede operarse como se indica en 
la figura 5.2, añadiendo una columna donde se obtengan los productos de 
cada valor x, de la variable, por la correspondiente frecuencia absoluta nj. Se 
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tiene, pues, para este ejemplo: 
suma de valores obtenidos —_ 595 39 66 


media ero de experiencias realizadas 15 


donde el signo = debe leerse aproximadamente igual a. 


x m na 
30 2 | 
35 3 
40 5 
s5| 4 | 180=4.45 
50 1 50 
| 15= Jn 595= Yina, 


Figura 52 


A la media de la variable X se suele designar por X. Se tiene, pues, en 


general: 
7 En 


iee 


es decir, la media se obtiene dividiendo la suma de los valores obtenidos en 
las distintas observaciones por el número total de observaciones realizadas. 


aaasta 


EJERCICIO 


5.1 Obtener la media de la distribución dada en el esquema de la figura 43 y 
en las distribuciones de los ejercicios 4.6 y 4.7. 


pE 


+ Proposición 5.1: Dada la variable aleatoria 
Kafti, zs a X} 


y llamando h; a la frecuencia relativa del valor x; de la variable, donde i pue- 
de ser 1, 2, ..., r, se verifica 


EJERCICIO 
5.2 Demostrar la expresión de la proposición anterior. 


Aunque la media es el índice más utilizado para dar el valor central de 
na distribución, también se utilizan otras medidas de centralización. Una de 
ellas es el valor de la variable, cuya frecuencia absoluta es mayor. En el caso 
de la distribución de la figura 5.1, la mayor frecuencia absoluta de 5 corres- 
onde al valor 40 de la variable. Por ello diremos que la moda es 40 en esa 
distribución. 


EJERCICIOS 
33 ¿Cuál es la moda de cada una de las distribuciones citadas en el ejerci- 
clo 5.1? 


54 Compare los resultados respectivos de los ejercicios 5.1 y 5.3 y concluya si 
la media ha de coincidir con la moda en una distribución, ¿Pueden coincidir 
en algunos casos? 


Ordenemos, de menor a mayor, los resultados de la experiencia aleatoria 
escrita en el esquema de la figura 5.1: 


30, 30, 35, 35, 35, 40, 40, 40, 40, 40, 45, 45, 45, 45, 50 


siete observaciones ? siete observaciones 


Notemos que hay siete observaciones con valor inferior al valor 40, indi 
zado con una flecha, y otras siete observaciones con valor superior. Por ello 
diremos que la mediana de esa distribución es 40. 

Si el número de observaciones realizadas es par, se toma como mediana 
la media de los valores centrales. Así, para la distribución: 


5 observaciones 5 observaciones 


123334555656 
RA 
valores 
centrales 


tomaremos para la mediana la media de los dos valores centrales, 4 y 5, es 
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decir, 


EJERCICIOS 


55 Calcular la mediana de cada una de las distribuciones citadas ca el, je 
cicio 5.1. 


5.6 Búsquese un procedimiento gráfico para determinar la mediana a partir del 
histograma acumulativo. 


La más utilizada de las medidas de centralización es la media. Sin embar- 
go, las medidas de centralización: media, mediana, moda, etc., no bastan para 
Caracterizar totalmente una distribución. Por ejemplo, si dos amigos pesan 
respectivamente 40 y 80 kilos, la media, 60 kilos, es la misma que la de otras 
dos personas cuyos pesos sean de 58 y 62 kg, respectivamente. Surge, pues, 
la necesidad de considerar otro número que caracterice si hay mucha disper- 
sión respecto del valor central o si, por el contrario, los valores resultado de 
las observaciones se agrupan en torno a dicho valor central. 

La más simple de las medidas de dispersión es el recorrido o diferencia 
entre el mayor y el menor de los valores obtenidos. En la distribución dada 
mediante la tabla de la figura 5.1 se tiene: 


recorrido=50-30=20 


EJERCICIO 


5.7 Calcular el recorrido de cada una de las distribuciones citadas en el ejer- 
ciclo 5,1, 


El recorrido no informa de si la mayoría de las observaciones están pró- 
ximas al valor central o muy próximas a los valores extremos de la variable, 
Por ello interesa considerar otras medidas de dispersión. 

Si x es uno de los valores de la variable, la desviación de este valor res- 
pecto de la media será: 


x,-% 
Puede pensarse en tomar como medida de dispersión la suma de estas 
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desviaciones respecto de la media, es decir 
Yu -D 


pero esta suma es nula, 


EJERCICIO 
5.8 Demostrar que 


Este resultado es fácil de interpretar, pues la suma de las desviaciones co- 
rrespondientes a los valores de la variable inferiores a la media es el número 
opuesto de la suma de las desviaciones de los valores de la variable supe- 
riores a la media, 

Por ello interesa considerar una medida de dispersión en que figuren, en 
vez de las desviaciones respecto de la media, de que hemos hablado, sus cua- 
dirados, es deci 


Y rl ala Denda 4 
5 
Para que no influya el número de observaciones efectuadas, interesa di- 


vidir por el número 3n, de observaciones realizadas, A la medida de disper- 
sión, así obtenida, se le llama varianza. Se tiene, pues, 


* PROPOSICIÓN 5.2: 


EJERCICIO 
5.9 Probar la proposición anterior. 


Para el ejemplo de la distribución dada mediante la tabla de la figura 5.2, 
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como se tenía F= 39,66, será 


O a Panda- 
iria 2 ER PR A 


En; In, 
_ 2130 — 39,66F +3135- 39,66} + S(40 — 39,66} + H45 — 39,66) +.. 
> 15 


lo que es muy incómodo de calcular. Para evitar, en parte, este inconveniente, 
basta tener en cuenta el siguiente resultado: 


* PROPOSICIÓN 53: 
varianza = hdx,- F} = Ehx? - (F 
Demostración: 
Ihia 
Shiam iP thini hisi. 


AREA AIDA + 
ARAS AAA hi He 2h A 


Eihar thA hett.. J- hrt + hnt + Phet t.. VHE h 

= m — tt A Ae = 

- 1x2 - Tar + a = 

= Map =- Ta + 

= Mir? = 2 + r= 

= Sha? O T 
EJERCICIO 
3.10. Indicar las propiedades por las cuales se han eletuado cada uno de los 

pasos de la demostración anterior. 


* PROPOSICIÓN 5.4: 


ELA 
Tn, 


EJERCICIOS 
5.11 Demostrar la proposición anterior. 
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iana e 
In; 


Para calcular el número Xna}, conviene añadir nuevas columnas al esque- 
Sa de la figura 5.2, como se indica en la figura 5.3. 


30 | 2 | 60 | 900=30* | 1800=2:900, 
35 3 | 105 | 1225=35 | 3675=3:1225 
40 | 5 | 20 | 1600-40 | 8000=5-1600 
as | 4 | 180 | 2005 $100 
so | 1 | 50 | 2500 2500 
15 | 595 24075 = 5n? 
Figura 53 


donde la columna de las x} se obtuvo elevando al cuadrado los respectivos 
zúmeros de la columna x» Análogamente, los de la columna na} se obtienen 
ultiplicando respectivamente los de la columna n, por los de la columna 2%, 
bien multiplicando los números de la columna x; por los respectivos números 
de la columna næ, Por tanto, para la varianza se tiene, en este caso: 


Ena? 24075 _ |595 


2 
Ee +) =1605,00-1573,44=31,56 


EJERCICIO 
3.13 Calcular la varianza para las distribuciones mencionadas en el ejercicio 5.1. 


Supongamos la variable estatura, en centímetros, de un conjunto de perso- 
“sas. Como en la varianza la variable aparece elevada al cuadrado, la varianza 
aparecería expresada en cm. Para evitar este inconveniente dimensional, pa- 
Samos de la varianza a su raíz cuadrada. La raíz cuadrada de la varianza se 
llama desviación típica o desviación «standard», y es la más utilizada de las 
medidas de dispersión. Si designamos por s a la desviación típica, como e- 
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s=y3156=5,61 


EJERCICIO 
5.14 Calcular la desviación típica de cada una de las distribuciones citadas 
el ejercicio 5.1. 


ha calificado a mil personas de 
a diez puntos, habiéndose obtenido la distribución de frecuencias indicada 


0 mM 1 
1 21 32 
2 53 95 
3 72 167 
4 185 352 
5 278 630 
6 169 799 
7 82 881 
8 56 937 
9 37 974 
10 2 1000 
1000 
Figura 54 


El quince por ciento de las mil observaciones realizadas son ciento 
cuenta, pues 
15 
15% de 1000-707 -1000=150 


Busquemos el menor valor v de la variable, tal que, 150 de las observa- 
siones realizadas correspondan a valores de la variable menores o iguales 
“gue v. Como en la columna de las frecuencias acumulativas, puede obser- 
Farse que hay 
a) 95 observaciones correspondientes a valores menores que 3, y 
b) 167 observaciones correspondientes a valores menores que 4 


«valor buscado será 


v=3 


lo que expresaremos diciendo que el percentil corespondiente al 15% es 3, 
o bien diciendo que el fractil correspondiente al 15% es 3, o todavía diciendo 
que el cuantil correspondiente al 15% es 3. 

En general, dado un número p, menor que cien, el percentil, cuantil o frac- 
til correspondiente al p%, o p-centil, es el menor valor v de la variable alea- 
| toria, tal que el p% de las observaciones son menores o iguales que v. 


Us EsemrLo: El 60-centil correspondiente a la distribución dada en la tabla 
de la figura 5.4 se calculará así: 


o 
60% de 1000=- 1000600 


El menor valor de la variable cuya frecuencia acumulativa es menor o 
| igual que 600 es 5. Por tanto, el cuantil correspondiente al 60% será 5. 

La mediana es el fractil correspondiente al 50%. 

El percentil correspondiente al 25% se llama cuartila inferior, y el corres- 
pondiente al 75% cuartila superior. 


[* EjempLO: En el caso de la distribución dada por la tabla de la figura 5.4, 
la cuartila inferior es 4 y la superior 6. 


¡EJERCICIO 


15,15 Calcular el percentil correspondiente al 60% en la distribución dada por 
la tabla de la figura 5.4. 

3.16 Calcular las cuartilas inferior y superior en las distribuciones citadas en 
el ejercicio 5.1. 


Otra medida de dispersión es el recorrido. intercuartílico, que se define 
la diferencia entre la cuartila superior y la inferior. 
* EJEMPLO: En la distribución de la figura 5.4 se tiene 
recorrido intercuartílico=cuartila sup.—cuartila inf.=6-4=2 


m 


EJERCICIO 


5.17 Calcular el recorrido intercuartilico para las distribuciones citadas en el 
ejercicio 5.1. 


Además de las medidas de centralización y dispersión que hemos conside- 
rado, existen otras de menos uso. Por otra parte, existente otros índices o 
números que reflejan otras características de una distribución, como la asi 
metría respecto del valor central, etc., y en cuyo estudio no entraremos (*), 


6. Distribución binomial 


Consideremos la experiencia aleatoria consistente en lanzar al aire el dado. 
Si llamamos éxito al suceso B, consistente en obtener múltiplo de tres, se | 
tendrá 


21 
a a i 
y habremos de llamar fracaso, por tanto, al suceso B, contrario del suceso B; | 
y teniendo en cuenta la consecuencia C2) del párrafo 3 de este $, será 


2 


Supongamos que lanzamos el dado cinco veces. La probabilidad de que 
ocurra el suceso compuesto 


BBBBB 


es decir, la probabilidad de obtener éxito en el primer lanzamiento y fracasa 
en los cuatro lanzamientos restantes será, razonando como en el ejemplo 342 


12222 2 16 


P(BBBBB)=P(B)-P(B)-P(B)-P(B)-P(B) 


Busquemos ahora la probabilidad de que en los cinco lanzamientos obte- 
gamos un éxito, es decir, de que en los cinco lanzamientos obtengamos i 
único múltiplo de tres y en los cuatro restantes no se obtenga múltiplo 
tres. El múltiplo de tres puede ser obtenido en cualquiera de los cinco 
zamientos. Este suceso compuesto, que estamos considerando, es suma de 


(°) Si se desea hacerlo, puede verse el libro: 
Sixto RÍOS, Análisis estadístico matemático, Madrid, 1965. 
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sucesos elementales incompatibles 
BBBBB,  BBBBB,  BBBBB,  BBBBB,  BBBBB 


Por tanto, la probabilidad de obtener un éxito en las cinco pruebas o lan- 
zamientos será: 


5 pruebas EE PU es AC 
1 éxito 


=P(BBBBB) + MBBBBB)+ P(BBBBB) + P(BBBBB) + PIBBBBB) 


Pl 


Pero los cinco sumandos de esta suma son iguales, pues son las probabi- 
lidades de cinco sucesos equiprobables, luego 
5 pruebas 
el 1 éxito 


EONA 
23 243 


) -sPB255 
Consideremos ahora la probabilidad de que en cinco lanzamientos del dado 
obtengamos múltiplo de tres en el tercero y en el cuarto lanzamientos y en 
los restantes lanzamientos obtengamos un número que no sea múltiplo de 
tres, es decir, la probabilidad de que ocurra el suceso elemental 
BBBBB 
Se tendrá 
AEB DADADADAD =- 


wie 


my 
EJ 
Consideremos ahora el suceso compuesto consistente. en obtener dos éxi- 


tos en los cinco lanzamientos. Este suceso compuesto es suma de los siguien- 
tes sucesos compuestos elementales, incompatibles entre sí 


BBBBB,  BBBBB, BBBBB,  BBBBB, BBBBB, 
Cabe ahora preguntarse cuántos de estos sucesos compuestos elementales 
hay. Notemos que cada uno de ellos queda caracterizado cuando sabemos 


cuáles son los dos lugares, de entre los cinco posibles, que ocupan los dos éxi- 
tos. Es decir, si del conjunto 


(1, 2,3, 4,5) 
consideramos un subconjunto de dos elementos 
(2,3 
por ejemplo, podemos considerar el suceso compuesto elemental en que los 
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dos éxitos ocupan precisamente estos dos lugares, es decir, el suceso 


BBBBB 
tt 
{2 3}C{1, 2, 3, 4, 5} 


Existe, por tanto, una biyección entre el conjunto de los referidos suce- 
sos compuestos elementales, que dan lugar a dos éxitos, y los subconjuntos 
de cardinal dos condor à pair del cents (a 2, 3, 4, 5). Pero tales sub- 
conjuntos son las combinaciones de orden dos tomadas a partir del conjunto 
de cardinal cinco (1, 2, 3, 4, A mp. 


nes, el número de tales subconjuntos será (3). Por tanto, el número de su- 
cesos compuestos elementales que dan lugar al suceso compuesto, consistente 
en obtener dos éxitos en cinco lanzamientos, será (3), como se visualiza en 


(1,2), (1,3), (1,4), (1,5) —> BBBBB, BBBBB, BBBBB, BBBBB 


(2,3), (2,4), (2,5) BBBBB, BBBBB, BBBBB 
(3,4) (3,5) BBBBB, BBBBB 
(4,5) BBBBB 

Figura 61 


la figura 6.1. Los diez sucesos compuestos elementales considerados en la fi- 
gura 6.1 son equiprobables, luego se tendrá 


P( ta) =P(BBBBB + BBBBB + 
=P(BBBBB)+ P(BBBBB)+ ... + PBBBBB)= 
~ (¿ramo (2) 75-05-38 


+BBBBB)= 


aa 


Generalicemos el proceso anteriormente descrito. Sea un experimento alea- 
torio que puede dar lugar al suceso S, que consideramos como éxito, Para 
abreviar, designaremos por p a la probabilidad de S, es decir, sea 


P(S)=p 
Designemos por q la probabilidad de fracaso, es decir, de que ocurra el 
suceso S, contrario de S, o sea 


Pr 


"A 
Repitamos n veces el experimento aleatorio, es decir, verifiquemos n prue- 
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bas. Consideremos el suceso compuesto, consistente en obtener éxito en las 
h primeras pruebas y fracaso en las n—h restantes, es decir, el suceso com- 
puesto 


Razonando como en el ejemplo precedente, la probabilidad de que esto 
ocurra será igual a 


pa 


Consideremos ahora el suceso compuesto consistente en obtener A éxitos 
en las n pruebas, Razonando como en el ejemplo precedente, se comprueba 


que esto puede ocurrir de (7) formas. Por tanto, 


h éxitos 


EJERCICIOS 


6.1 Se lanza al aire una moneda ocho veces. Calcular la probabilidad de obtener 
cara tres veces y cruz las cinco restantes. 
6.2 Una bolsa contiene tres bolas blancas y cuatro negras. Se extrae una bola 
y, después de anotar el resultado, se devuelve a la bolsa. Se realiza la misma 
prueba cuatro veces, Calcular la probabilidad de obtener dos veces bola 
blanca y las otras dos negra. 
63 En la experiencia del ejercicio anterior, calcular la probabilidad de que en 
las cuatro pruebas se obtenga, a lo sumo, dos veces blanca. 
64 Se extras una carta de la baraja. Se repite la misma operación otras cinco 
veces más. Calcular la probabilidad de 
a) eea at n 
en las otras cuatro pruebas. 

b) copa en las pruebas segunda y cuarta y otros palos, distintos de copa, 
en las cuatro pruebas restantes. 

c) dos copas en las seis pruebas y otro palo distinto en las restantes. 

6.5 Una persona atraviesa cuatro veces diarias un paso de peatones, en cuyo 
semáforo se lee pasen peatones durante treinta segundos y esperen durante 
sesenta segundos. Calcular la probabilidad de encontrarlo abierto tres de las 
cuatro veces, un cierto día. 

6.6 Un test consta de 100 cuestiones, cada una de las cuales puede ser calificada 
de bien o mal. Una persona, sin conocimiento alguno sobre las cuestiones en 
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él formuladas, realiza dicho test. ¿Cuál es la probabilidad de que acierte 
cincuenta de las cien preguntas? 


6.7 Si se lanza al aire un dado tres veces y consideramos como éxito el suceso 
múltiplo de tres, calcular la suma 
o) is ) (a r C cs) 


68 Un opositor conoce el 80% de los temas. Saca a suerte seis temas, de los 
que ha de elegir tres. ¿Cuál es la probabilidad de sacar, al menos, tres temas 


+ PROPOSICIÓN 6.1: En los procesos de pruebas repetidas, como los descri- 
tos anteriormente, se verifica 
n pruebas) p/n pruebas n pruebas n pruebas 
el 0 éxitos )+( 1 éxito )> As ) P (n aion ) 
Demostración: Bastará tener en cuenta que los n+1 sucesos incompati- 
bles considerados suman el suceso cierto. 


EJERCICIO 
69 Demostrar la proposición 6.1, teniendo en cuenta el teorema 4.1 del $ 7 y 
que p+q=1, según se deduce de la consecuencia Cl) del párrafo 3 de este $. 


* EJEMPLO 6.1: Sea el experimento aleatorio compuesto consistente en lan- 


zar la moneda al aire n veces, Consideremos como éxito el hecho de obtener 
cara. Supongamos que nos interesa saber el número, x, de veces que se ob- 
tiene cara, es decir, éxito. Esto nos lleva a considerar la variable aleatoria x, 
igual al número de caras obtenidas en las » pruebas. En la figura 62 se re- 
presenta el diagrama de barras que representa la distribución de probabilidad 
correspondiente a cuatro pruebas con la moneda. 
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EJERCICIOS 


6.10 Repita veinte veces el experimento aleatorio compuesto consistente en veri- 
ficar cuatro pruebas consecutivas con la moneda, o lo que es lo mismo, lan- 
zar cuatro monedas de una vez, veinte veces, Calcule las frecuencias rela- 
tivas obtenidas. Construya una figura similar a la figura 6.2 sustituyendo 
en ella las probabilidades por las frecuencias relativas obtenidas en los 
veinte lanzamientos. 


6.11 Compare la figura obtenida en el ejercicio anterior con la figura 6.2, Si en 
vez de veinte pruebas hubiéramos realizado veinte millones de pruebas, ¿qué 
ocurriría? 


6.12 Construya una figura similar a la 6.2, sustituyendo n=4 por n=16. 


Como en la distribución que estamos estudiando se verifica que la 


Mies Je (2er 


siendo el segundo miembro de esta igualdad uno de los términos del des- 
arrollo de la potencia del binomio 


p+r 
de aquí que a esta distribución se le llame binomial. También se le llama 
distribución de pruebas repetidas y distribución de BerNouILL1 (1654-1705). 
7. Tipificación de la variable 


* EJEMPLO 7.1: Consideremos el conjunto de las banderas de los países del 
Mercado Común Europeo. Anotemos la frecuencia con que aparecen en sus 
banderas cada uno de los colores, como se indica en la figura 7.1. Este ejem- 


7 Frecuencia 
Colores Observaciones ponte] 
amarillo 
azul [Francia Holanda, Luxemburgo 
blanco |Francia, Holanda, Luxemburgo, Italia 


Figura 7.1 
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plo puede interesar a niños, si se desea iniciarios en la recogida y tabulación 
de datos estadísticos. Para realizar cálculos interesa, como se ha indicado al 
principio del párrafo 4, asociar a cada suceso elemental un número. Si, para 
ello, consideramos la aplicación de la figura 7.2, la variable aleatoria 


X=[3. 5, 10, 0, 1, 4) 


Figura 7.2 


Estamos ya en condiciones de calcular la media y la desviación típica: de 
istribución, para lo cual operamos ayudándonos del esquema de la fi 


aj m | on | na | 
3 2 6 18 
5 3 15 75 
10 4 | 40 | 40 
0 2 0 0 
1 6 6 6 
4 1 4 6 


Figura 73 | 
Se obtiene así 

E AS Y 2 aiy 

>” ya 18 


Si de cada valor de la variable restamos la media y dividimos el resultado 
por la desviación típica, se obtiene lo que se indica en la figura 74, | 

Se obtiene así una aplicación que asocia, a cada valor de la variable X, otro | 
número, Por otra parte, mediante la aplicación de la figura 7.2 se ha asociado | 
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a cada color, o suceso elemental posible, un número. Si consideramos la 
aplicación producto de la aplicación de la figura 7.2 por la aplicación de la 
figura 74, obtenemos la aplicación de la figura 7.5 


Figura 75 


es decir, obtenemos otra variable aleatoria 
X'=(-5/18, 5/18, 5/3, —10/9, -5/6, 0) 


que también permite describir numéricamente el conjunto de los sucesos ele- 
mentales del mismo experimento aleatorio. 

Este proceso, mediante el cual se pasa de una variable aleatoria a la que 
resulta restando, a cada valor x, de la variable, la media Y obtenida y dividien- 
do a continuación por la desviación típica, se llama de tipificación de la va- 
riable. Es decir, si llamamos X' a la variable tipificada, será 


para cada valor x; de la variable aleatoria de partida. 
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EJERCICIOS 
71 T la variable de las distribuciones dadas en el ejercicio 4.7 y en la 
de la figura 46. 


7.2 Calcular la media y la desviación típica correspondiente a las distribuciones 
citadas en el ejercicio anterior, operando con las variables tipificadas. 


© PROPOSICIÓN 7.1: La media, Y, de una variable tipificada, X', es cero, y 
su desviación típica, s', es igual a uno. 
Demostración: 
Inad 
In 


mia 1 
Patha e a Ihi) o 


sin más que tener en cuenta el ejercicio 5.8. Por otra parte, 


ES 


teniendo en cuenta la proposición 5.2- 


EJERCICIO 
7.3 Repetir la demostración de la proposición 7.1 sin utilizar notación con- 
densada. E 


* EJeueLo 7.2: Tipifiquemos la variable del ejemplo 6.1. Designemos por pi 
a la probabilidad del valor z; de la variable. Como estamos ante una distri- 
bución teórica, hemos de sustituir las frecuencias relativas por las probabili- 
dades, según se dijo en el párrafo 3. De la proposición 5.1 se deduce que la 
media será ahora 

Z-=1px, 


y de la proposición 5.2 se deduce que la desviación típica será 
Vpr- 


En la figura 7.6 se muestra la tabla a partir de la cual calculamos la me- 


s 
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dia y la desviación típica: 
¡pai 


o 1/16 o o 
1 ane | ans | sie 
j sne | 1206 | 2416 
3 ane | 12m6 | 3616 
4 vis | sne | 1616 
E 5 
Figura 7.6 


Tipificando la variable, como se indica en la figura 7.7, se obtiene 


Variable A 
o tipificada, | Probabilidad 
i = 
-2 116 
2 -1 4/16 
0 6/16 
Y 1 1 | 49/16 
4 E 2 2 | 16 
Fisura 77 Figura 78 


la distribución de la variable tipificada, X', como se indica en la figura 7.8. 
En la figura 7.9 se representa el diagrama de barras correspondiente a esta 
distribución, una vez tipificada la variable. 


eje 
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EJERCICIOS 


7.4 Compare el diagrama de barras de la figura 7.9 con el de la figura 62 
Intente obtener conclusiones. 


72 para el caso n=16, como en el ejercicio 6.12, hasta 
a construir el diagrama de barras la variable 

cada, como se ha hecho en la figura 7.9 para el caso n=4. Compare con el 
diagrama de barras obtenido en el ejercicio 6.12. 


8. Curva de probabilidad 


Consideremos la distribución de pesos de niños de cuatro años dada en 
la tabla de la figura 8. 


iros | Frecuencia 


Cent Frecuencia. 
Jnterealos | de intervalos | absoluta relativa 
. Aagi a 002=ħ 
p ji al Oll=h: 
a 9 0,09 =hy 
2 B 023 «ha 
3 27 027 =h; 

Bi 16 0,16 

35 8 0,08 

26 3 003 

E 1 00 

| 100 
Figura 8.1 


Construyamos el correspondiente histograma para representar las frecuen- 
cias relativas, como se indica en la figura 8.2, donde se observa fácilmen- 
te que; 

a) Los rectángulos del histograma tienen todos base unidad y sus res- 
pectivas alturas son las frecuencias relativas kų es decir, cada rectangulito tie- 
ne por área ñr 

b) La suma de las áreas de todos los rectangulitos será 


Ih=l 
c) La frecuencia relativa del suceso consistente en obtener valor menor 
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[igual que 22, para la variable, será 
| hit hash +ha=0.02+0.11>0.09>023=045 


Figura 82 


número que coincide con la suma de las áreas de los rectángulos situados a 
la izquierda de la línea roja vertical en la figura 8.2. 

Supongamos ahora que aumentamos el número de niños observados, al 
mismo tiempo que hacemos más pequeños los intervalos, Por ejemplo, se 
consideran intervalos de 10 gramos, en vez de intervalos de un kilogramo, Se 
obtiene entonces un histograma en que los rectángulos tienen menor base. 
A medida que aumentamos el número de observaciones y hacemos más pe- 
queños los intervalos, el contorno del histograma se va suavizando. Esta 
misma observación experimental se comprueba en cualquier fenómeno al 
torio. Si imaginamos que el número de observaciones aumenta indefini 
mente y los intervalos se van haciendo tan pequeños como queramos supo- 
mer, entonces el borde del histograma de frecuencias relativas tenderá a esta- 
bilizarse hacia una cierta curva, que se indica en rojo en la figura 8. 

Ahora bien, al principio del párrafo 3 indicamos la idea de probabilidad 
como número hacia el que se estabiliza la frecuencia relativa cuando aumenta 
indefinidamente el número de experiencias realizadas. Por tanto, cuando el 
número de observaciones crece indefinidamente y al mismo tiempo se dismi 
auye indefinidamente la anchura de los intervalos, el borde del histograma 
de frecuencias relativas se estabilizará hacia una curva que indica la proba- 
bilidad para cada valor de la variable, por lo que se llama curva de proba- 
bilidad. 
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La observación b) hecha anteriormente, en este párrafo, sugiere que: el 


Figura 83 


drea bajo la curva de probabilidad es igual a la unidad. La observación €) su- 
giere que la probabilidad del suceso consiste en obtener un valor de la variable 
inferior o igual a un valor fijo a, de la variable, será el área coloreada en la 
figura 84, 


curvo de probabilidades 


vorioble 


9. Distribución normal 
4 
Supongamos ahora que el proceso que acaba de describirse se repite para 
la distribución binomial, una vez tipificada: Supongamos que lanzamos n vece 
una moneda y consideremos la variable aleatoria X, igual al número de vel 
ces que se puede obtener cara. Si se construye el correspondiente diagrama 
de barras, para el caso de variable tipificada, se observa experimentalmenté 
que, cuando n crece, el diagrama de barras tiende hacia una posición estable 
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Esto no sólo es un hecho experimental, pues se demuestra matemáticamente 
que, cuando n crece indefinidamente, la variable binomial tipificada tiende 
hacia una variable: continua. Esta distribución hacia la cual tiende la distri- 
bución binomial, según se comprueba experimentalmente y se demuestra mate- 
máticamente, se llama distribución normal. En la figura 9.1 se muestra la for- 
ma de la curva de probabilidad correspondiente a la distribución normal, Ila- 
mada también distribución de Gauss y distribución de Laplace, pues tanto el 
matemático alemán Gauss (1777-1855) como el francés LarLacE (1749-1827) 
llegaron a esta distribución al estudiar cómo se distribuyen los errores de 
las medidas en el mundo físico. 


Figura 9.1 


En la figura 9.2 se repite el diagrama de barras correspondiente a la distri- 
bución binomial de probabilidad para el caso n=4, supuesta tipificada la va- 
riable, En ella se representa en rojo la poligonal cuyos vértices son los extre- 
mos superiores de las barras. Obsérvese la relativa similitud entre esta poli- 
gonal y la curva de la figura 9.1. Naturalmente este parecido aumentará a 
medida que se haga mayor el número n de pruebas, 


EJERCICIO 


9.1 Construya una poligonal similar a la de la figura 9.2, a partir del diagrama 
de barras obtenido en el ejercicio 7.5. Compare la poligonal resultante con 
la curva de probabilidad correspondiente a la distribución normal. 
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La curva de probabilidad normal, representada en la figura 9,1, tiene for- 
ma acampanada, por lo que se llama frecuentemente campana de Gauss. El 
área bajo la curva es igual a uno, según se indicó en el párrafo precedente. 
La curva es simétrica respecto de la recta trazada en rojo en la figura 9.1, 
por lo que el área rayada, es decir, el área bajo la curva y situada a la iz- 
quierda de dicha recta trazada en rojo será igual a 0,5. 


Figura 93 


En la figura 9.3 se representa la campana de Gauss correspondiente a una 
distribución normal, cuya media es £ y cuya desviación típica es s. Como se 
observa en la figura, la media, la moda y la mediana coinciden en el mismo 
valor de la variable en la distribución normal. Los puntos H y L, donde cam- 
bia la concavidad de la curva, son simétricos respecto del eje de simetría, 
trazado en rojo en la figura 9.1. La proyección H’, del punto H sobre el eje 
horizontal, es tal, que la distancia NA" coincide con la desviación típica, s, 
como se indica en la figura 93. El área rayada en dicha figura, que corres- 
ponde a la probabilidad de que el valor de la variable esté comprendido en- 
tre Z-s y E4s, es 


PE-s<x<E45) = 0,68 


es decir, en la distribución normal, el 68% de las observaciones estarán com- 
prendidas entre -s y X+s. Análogamente, la 


Pž-2s<1<7+2s)=0,25=95% 
lo que corresponde al área rayada en la figura 94. 


EJERCICIO 
9.2 Análogamente a los casos anteriores, también puede probarse que 


PR-3s<x<3 +31) = 0,98=98% 


Bare picea uerementiens a cua. quo, cano, ë ba Racha es Ls. iras 
13 y 9 


Figura 94 Figura 9.5 
En la figura 9,5 se representa la curva de probabilidad correspondiente a 
la distribución normal tipificada, es decir, la campana de Gauss correspon- 
diente al caso 
7=0; s=1 


que está tabulada, como se indica en la figura 9.6. 


TABLA DE DISTRIBUCIÓN NORMAL DE MEDIA CERO Y DESVIACIÓN TÍPICA UNO 


a | Psa a | amr<o a | Peco 
oo | 0500 0,841 20 
01 0,540 0,864 21 
02 | 0579 0,885 22 
03 | 0618 0,903 23 
04 | 0,656 0,919 24 
05 0,692 0,933 25 
06 | 0726 | 0,945 26 
07 0,758 0,955 27 
08 188 0,964 28 
09 16 0,971 29 


Para manejar la tabla anterior basta observar que, por ejemplo, la pro- 
babilidad de que el valor x' de la variable sea menor o igual a 0,8, en una 
distribución normal tipificada, será, según nos indica la tabla, 


Pi <0,8)=0,788 


lo que corresponde al área rayada en la figura 9.7. 

Como la curva es simétrica, basta construir la tabla a partir del valor 
central cero, como se ha hecho. 

Veamos a continuación varios ejemplos que aclararán el manejo de la ta» 
bla dada, 


* EJEMPLO 9.1: En una distribución normal tipificada, calculemos, con ayu- 
da de la tabla anterior, la 


P(x < —0,5) 
Teniendo en cuenta la simetría de la campana de Gauss, se tiene 
PE < -05)= P 205) =1 -P <05)=1 -0,692=0308 


10 Tra tafgura 99 la figura S10 


Figura 97 Figura 98 Figura 99 Figura 9.10 


Para calcular la 
P-05<Y <08) 


* EJEMPLO 9. 


en una distribución normal tipificada, operaremos como se indica a conti- 
nuación 


P(-05<x <0,8)= P(x <0,8)- Pix < -0,5)=0,788 — 0,308 =0,480 


rayado en 
la figura 9.11 
EJERCICIO 
9.3 Calcular la 


P03<<-0,1) 
para una distribución normal de media cero y desviación típica uno. 


ES 


+ Ejemplo 93: Si se trata de una variabie aleatoria normal de media 2 y 
desviación típica 5 y queremos calcular la probabilidad de que la variable 
tome un valor comprendido entre 3 y 9, bastará tipificar para, de este modo, 
obtener una distribución normal de media cero y desviación típica uno. Al 
tipificar, se tendrá: 
a) al valor 3, de la variable dada, le corresponderá 
de la variable tipificada; 
b) al valor 9, de la variable dada, le corresponderá 
de la variable tipificada; 
como se indica en la figura 9. 
por X' a la tipificada, se tendrá 


Si designamos por X a la variable dada y 


Poseer (Er) mr cra) 


=Plx' <14) - Pl <02)=0,919-0,579=0,340 


LM 
AA 


Figura 9.11 Figura 9.12 


EJERCICIO 


9.4 Calcular la 
PA2<x<59) 
para una distribución normal de media 50 y desviación típica 10. 


La distribución normal es la más importante, por ser la que con mayor 
frecuencia aparece en los fenómenos aleatorios de la vida real. No obstante, 
existen otras distribuciones distintas de la normal. 


Cuando se desea hacer cálculos más aproximados no basta con las tres cifras deci- 
males que da la tabla de distribución normal de la figura 9.6. Una de las más utilizadas 
es la siguiente: 

R. A. Fisnen y F. YATES, Tablas Estadisticas para Investicadores Científicos. Ed. Aguilar. 

Madrid. 
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La distribución normal que acaba de estudiarse es una distribución teórica 
y cabe preguntarse: dada una distribución de frecuencias, obtenida como re- 
sultado de efectuar unas observaciones, ¿se adaptará la distribución normal a 
describir adecuadamente la distribución de frecuencias obtenida experimental- 
mente? Por ejemplo, supongamos que se realiza un test a un conjunto de per- 
sonas. ¿Se puede encontrar una distribución teórica de probabilidad normal, 
que se ajuste a los resultados obtenidos? En principio, parece natural exigir 
que el histograma de frecuencias relativas, obtenido experimentalmente, ha de 
adaptarse a la campana de Gauss, pero se comprende que esta condición no 
es suficiente. No podemos entrar aquí en este estudio y nos contentamos con 
sugerir el problema. 

Supongamos que se desea medir el cociente intelectual de los españoles, 
Se comprende que no es necesario hacer una prueba a cada uno de ellos, Bas- 
tará elegir unos cuantos, es decir, bastará tomar una muestra y de los resul- 
tados obtenidos con ella inducir los resultados que se obtendrían si la 
prueba hubiera sido hecha a toda la población o colectivo. Es evidente que 
la muestra sólo será representativa de la población si ha sido elegida adecua- 
damente, Por ejemplo, si se toma como muestra a los estudiantes de un curso 
de Magisterio, esta muestra no representará a la población, 

Si se desea profundizar en estas cuestiones, puede consultarse el lib 
Sixto Ríos, Métodos Estadísticos, Tomo Il. Teoría de Muestras, Madrid. 
1963. Una vez que se ha encontrado una distribución teórica que describe 
adecuadamente los resultados obtenidos experimentalmente, la consideración 
de este modelo teórico permite prever resultados con una cierta probabilidad. 


10, Coordenadas cartesianas rectangulares 


Nota: Puede continuarse la lectura del capítulo, saltando este párrafo 10, 
que puede ser útil a los alumnos procedentes de la Sección de Letras del Ba- 
chillerato Superior. 

Consideremos en el plano dos rectas perpendiculares, como se indica en 
la figura 10.1. A la horizontal le llamaremos eje de abscisas y a la vertical 
eje de ordenadas. Supongamos que se ha elegido un segmento unidad me- 
diante el cual a cada punto del eje de abscisas se puede asignar un número, 
como se indica en la referida figura, de modo que el valor cero corresponda 
al punto en que se cortan los ejes u origen de coordenadas. De modo análogo, 
a cada punto del eje de ordenadas se asocia también un número, como se in- 
dica en la figura. 

El punto P, representado en la figura 10.1, tiene por abscisa 3 y por orde- 
nada 2, por lo que diremos que el punto P tiene por coordenadas (3, 2). Aná- 
logamente, el punto S de la figura tiene por coordenadas (6, 4), pues su abs- 
cisa es 6 y su ordenada 4. Así, a cada punto del plano corresponde una pa- 
reja ordenada (x, y) de números, el primero de los cuales representa a su 
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abscisa y el segundo a su ordenada. Por ejemplo, en la figura 10.1 se tienen 
los siguientes puntos, cuyas coordenadas se indican a continuación: 


R— (231); TR(-2-3 Y > 08,2) 


23415 678 ouoo 


Figura 10.1 


EJERCICIOS 
10.1 Representar gráficamente, utilizando papel cuadriculado, los puntos de coor- 
denadas: 


0% GM 4-3 (AD ES-% (0-15 


10.2 Sobre un papel cuadriculado dibuje unos ejes de coordenadas. Señale ahora 
varios puntos sobre el papel y diga cuáles son sus respectivas coordenadas. 


Consideremos la expresión 
y=2e+1 
Si en ella sustituimos x por 3. 
y=23+1=6+1=7 


obtenemos para y el valor 7. Así, para cada valor que demos a x, obtendremos 
un valor para y, en la expresión anterior. La expresión anterior define, por 
tanto, una función, en el sentido del párrafo 9 del $ 3. 


am 


EJERCICIOS 
10.3 Tómense varios valores para la abscisa x. Para cada uno de ellos, calcúlese 
la correspondiente ordenada, y, mediante la función 
rl 
Se obtienen así las coordenadas de varios puntos. Represéntense esos pun- 
tos, en coordenadas cartesianas, sobre papel cuadriculado y obsérvese que 
están todos en línea recta. 
10.4 Repítase el ejercicio anterior, pero ahora para la función 
y=31-5 
10.5 Repítase el mismo proceso, ahora con la función 
202043 


Nótese que ahora los puntos no están en lí 


En general, se demuestra que al representar gráficamente las funciones 
de la forma 


ly=br+a 


donde a y b son números, se obtienen rectas, y al representar gráficamente 
funciones que no sean de este tipo se obtienen otras líneas, no rectas. 


EJERCICIOS 


10.6. Represente gráficamente la recta de ecuación 
y. +1 


¿Pasa esta recta por el punto de coordenadas (3, 1)? ¿Pasa por el (4, —3)2 
10.7 Represente gráficamente la recta de ecuación 
y=2 


Nótese que se trata del caso: a=2 de la ecuación y=bx+a, 


En memoria del gran filósofo-matemático francés Descartes (1596-1650) 
se da el nombre de cartesianas a estas coordenadas. Cuando, como hemos he- 
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cho aquí, se toman perpendiculares los dos ejes de coordenadas, se dice que 
se trata de coordenadas cartesianas rectangulares. 


11. Variable bidimensional 


* EjemPLO 11.1: Consideremos el conjunto de los alumnos de un determi- 
nado curso, Anotemos, para cada uno de ellos, las calificaciones obtenidas en 
Matemáticas y en Física. Para expresar que un determinado alumno ha ob- 
tenido 5 en Matemáticas y 6 en Física, podemos escribir (5, 6). En general, 
designemos por X a la variable aleatoria correspondiente a las notas de Ma- 
temáticas y por Y a la variable aleatoria correspondiente a las notas de Física. 
Cada alumno dará así lugar a un par ordenado de números: 


ny) Goy), -o (09), 


En particular, la pareja ordenada (xy, y;) será la correspondiente a un alum- 
no cuya nota de Matemáticas sea x, y la de Física y» 

En Estadística hay otros muchos casos en que, como en el ejemplo 11.1, 
cada observación da lugar a un par ordenado de números. Decimos entonces 
que estamos ante una variable aleatoria bidimensional. Otros ejemplos de va- 
riables bidimensionales son: 

a) Peso y estatura de cada persona de un cierto conjunto. 

b) Velocidad de un coche y recorrido al frenar. 

e) Cociente intelectual y nota que obtuvo en Reválida cada alumno. 

d) Estatura y número de calzado para cada persona de un cierto con- 
junto. 

€) Estatura de cada persona y estatura de su padre. 


EJERCICIO 


11.1 Buscar otros ejemplos de variables bidimensionales. 


Volviendo al ejemplo 11.1, las observaciones realizadas pueden anotarse 
en una tabla, como se indica en la figura 11.1. 

Las observaciones de la tabla de la figura 11.1 pueden representarse grá- 
ficamente en coordenadas cartesianas, construyendo el diagrama de dispersión, 
indicado en la figura 11.2. El diagrama de dispersión también se llama nube de 
puntos. 
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a n 

5 6 

4 5 

6 6 3 

4 3 č 

9 7 3 

2 3 3 

5 5 H 

8 7 13 

3 $ 

2 1 

8 10 

4 4 

3 5 

3 4 HENPERERNE] 

6 8 x 

Notas de Matemáticas 
ara II Figura 112 

EJERCICIO 


11.2 Con un vehículo se han verificado las siguientes pruebas, cuyos resultados 


se indican en la tabla de la figura 11. 


al comenzar a frenar 


15 
30 
45 
60 
75 
90 

105 


km/hora 


vasca a dc Soroa pat 


Figura 113, 


hasta parar totalmente 


2 metros 

7 
18 
2 
46 
17 
95 


Construir la nube de puntos correspondiente a esta variable aleatoria bidi- 
mensional. 


La recogida de datos puede simplificarse agrupando las observaciones como 
se indica en la tabla de la figura 11.4, donde, por ejemplo, aparecen siete 
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puntos en la casilla (5, 14), lo que indica que hubo siete alumnos de catorce 
años que obtuvieron nota 5. 


Edad que tenía 
al examinarse 


ANTAG 
Notas obtenidas en Matemáticas en Reválida de 4: 


Figura 114 


A partir de la tabla de la figura 11.4 se pasa a la tabla de la figura 11,5, 
llamada tabla de correlación, donde se escribe en cada casilla el número de 
puntos que había en esa casilla en la tabla de la figura 11.4, es decir, la fre- 
cuencia absoluta correspondiente a ese valor de la variable bidimensional. Así, 
en la casilla (5,14) figura el número 7, es decir, 7 es la frecuencia absoluta 
del valor (5, 14) de la variable bidimensional considerada, 


17 1 1 2 
H 16 1.) 140/24) 4 ]t1 1 
Bola 2 lala 
J7 

4 1 3 4 dd 4 1 2 1 


O a Ji A E T T 
Notas obtenidas en Matemáticas en Reválida de 4: 


Figura 11.5 
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EJERCICIO 
113 A partir de la tabla de correlación de la figura 11.5, calcular la frecuencia 
xo SSCA ana da levels qu 0 Tacna, ¡el yR 


6,19 615) (417 


12. Regresión lineal 


Al observar el diagrama de dispersión de la figura 11.2 se nota una cierta 
dependencia entre los valores de las variables X e Y. 

En general, el problema más interesante que sugiere la consideración de 
una variable aleatoria bidimensional es el estudio de la posible dependencia 
entre los valores de las dos variables unidimensionales, que constituyen la va- 
riable bidimensional, 

En la figura 12.1 se representa la nube de puntos correspondiente a una 
cierta distribución bidimensional. En ella se observa una concentración de 
los puntos de la nube en torno a una cierta línea, representada en rojo, que 
se llama línea de regresión. Dada una distribución bidimensional, el problema 
consistente en encontrar la línea de regresión, es decir, el problema consis- 
tente en buscar la línea que mejor se adapte a describir esa distribución es 
complejo y no lo abordaremos. Consideraremos únicamente el problema, más 


Figura 12.1 Figura 122 


simple, consistente en buscar la recta que mejor se adapta a describir la dis- 
tribución dada, como se indica en la figura 122. El problema consistente en 
buscar tal recta se llama problema de la regresión lineal. Para buscar tal recta 
es necesario precisar lo que se entiende por adaptarse bien a describir la dis- 
tribución. Para cada punto P; de la nube podemos considerar el punto L; de 
la recta de regresión buscada, cuya abscisa sea igual a la abscisa de P,, como 


216 


se indica en la figura 12.2. Es decir, para cada punto P; podemos considerar 
el punto L; de la recta que buscamos, tal que el segmento LP, sea paralelo 
al eje de ordenadas, La recta buscada es aquella tal que la suma de los cua- 
drados de los segmentos LP; sea mínima. 

Haciendo los cálculos apropiados, se demuestra que tal recta de regre- 
sión tiene por ecuación 


donde ¥ e $ son las medias de las variables unidimensionales X e Y, respec» 
tivamente, y 


es la varianza de la variable unidimensional X, según se vio en el párrafo 5. 
En el siguiente ejemplo se muestra la disposición de los cálculos para Ile- 
gar a la recta de regresión. 


* EjemPLO 121: 


Nota del| Nota del| p, 


imer | ecando 
Pe a A | ni E |. nam 


“ ” 
3 4 1 3 4 9 2 
5 n 4 | 2 | 2 | 100 | 10 
6 5 2 2 | 10 72 | 60 
7 7 2 “| n 98 | 98 
9 $ 1 9 8 8l 7 
EH 


Varianza para la variable X: 


=p $8 =36-58=36-33,61=236 

La columna na, se ha obtenido multiplicando cada número de colum- 
na nx, por el correspondiente número de la columna y, o bien cada número 
de la columna ng; por el respectivo número de la columna x} Al sumar, se 
obtiene 


Inay =M 
luego 
m 


8563423248 =1,72 


Sustituyendo en la ecuación de la recta de regresión, quedará 


1,72 
q +5 


y operando queda, aproximadamente, 


y=0.73x+1,36 


para la ecuación de la recta de regresión. 


EJERCICIOS 


12.1 Obtener la ecuación de la recta de regresión correspondiente a la distri- 
bución dada mediante la tabla de la figura 12.3, que representa los resul- 
tados de un examen de conducción, siendo: 


xı —> prueba teórica 
y; —> prueba práctica 
0 — suspenso 
1 —> aprobado 


122. Obtener la recta de regresión correspondiente 
mal dada en el ejercicio 11.2. Represéntese gráficamente dic 
la nube de puntos obtenida en aquel ejercicio. Obsérvese cómo la recta re- 
presentada se ajusta a la nube de puntos. 


123 Represéntese el punto de coordenadas (%, 5) sobre la nube de puntos citada 
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en el ejercicio precedente, Obsérvese que el punto (%, f) está situado sobre 
la recta de regresión, obtenida en el ejercicio anterior. 

12.4 Repita los dos ejercicios anteriores, pero ahora operando con la distribu- 
ción dada mediante las figuras 11.2 y 11.. 

12,5 Si en la ecuación de la recta de regresión damos a x el valor %, ¿cuál es el 
correspondiente valor de la y? Compárese el resultado obtenido con la 
observación hecha al final del ejercicio 123. 


12.6 Calcular la ecuación de la recta de regresión correspondiente a la distri- 
bución dada mediante la tabla de correlación de la figura 11,5. 


La regresión estudia la dependencia entre dos variables aleatorias, pero 
esta dependencia es aleatoria, no funcional, es decir, para cada valor de la 
variable X no podemos predecir el resultado obtenido para la variable Y, en 
cada caso particular, sino la posibilidad de que la Y tome un determinado 
valor, Por ejemplo, estudiada la regresión correspondiente a peso y altura de 
los españoles, su conocimiento permite, sabida cuál es la estatura de un cierto 
señor, determinar no su peso, sino la probabilidad de que su peso tenga un 
cierto valor, 

El inglés GALTON, uno de los pioneros de la Estadística, hizo un estudio 
de la dependencia aleatoria existente entre la estatura de los hijos y la de 
sus respectivos padres, encontrando que la estatura media de los hijos tiende 
a regresar hacia la estatura media de la población. De aquí el nombre de re- 
gresión, que se da en general al estudio de la dependencia aleatoria. 

Si se desea conocer el cálculo que conduce a establecer la ecuación de la 
recta de regresión, puede encontrarse en el libro: 

S. Ríos, Introducción a los Métodos de la Estadistica, lección 7. Ma- 
drid, 1952. 


13. Coeficiente de correlación 


Una vez determinada la recta de regresión, interesa saber si los puntos 
del diagrama de dispersión o nube de puntos están muy concentrados en 
torno a dicha recta, como ocurre en el caso de la figura 13.1, o si están dis- 
persos respecto a dicha recta, como ocurre en el caso de la figura 13.2. 


Figura 13.1 Figura 132 
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Para medir tal dispersión se introduce el coeficiente de correlación lineal, 
r, que es, por definición 


cuyo denominador es el producto de las desviaciones típicas de las variables 
unidimensionales X e Y. 
Se demuestra que 
rsl 


El hecho de que r° sea pequeño, próximo a cero, indica que los puntos 
están muy dispersos respecto de la recta de regresión, según se demuestra. 
Por el contrario, cuando »* es grande, próximo a uno, los puntos están muy 
concentrados hacia la recta de regresión, como en el caso de la figura 13.1, 


EJERCICIOS 


13.1 Para calcular r conviene añadir una nueva columna a la tabla del ejemplo 
12.1. ¿Cuál? Calcular el coeficiente de correlación correspondiente a aquella 
distribución bidimensional. 

13.2 Calcular el coeficiente de correlación correspondiente a la distribución bidi- 
mensional citada en el ejercicio 12.2. Obsérvese el valor de r obtenido, en 
relación con la representación gráfica de la recta de regresión correspon- 
diente a esa distribución, respecto de la posición de los puntos de la nube. 

13.3 Repita el ejercicio anterior, pero ahora a partir de la distribución citada 
en el ejercicio 12.4. 


13.4 Lo mismo para la distribución considerada en el ejercicio 12.6. 


A A A A 


Obsérvese que si 


entonces será 


r=0 


y además para la recta de regresión queda una ecuación de la forma 
y=4 
que corresponde a una recta paralela al eje de abscisas, según se vio en el ejer- 
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cicio 10.7. En este caso, en que r=0, se dice que las variables X e Y están 
incorreladas. 


En 


5 


práctica hay muchos casos en que conviene hacer un cambio de variable para 
del coeficiente de correlación y de la ecuación de la recta de regre- 

así como para demostrar la interpretación antedicha del coeficiente 

de correlación, puede consultarse el libro: 

Sixto RÍOS, Iniciación estadistica, página 97 y siguientes. Madrid, 1965. 


E 
ji 


NUMERO NATURAL 


1. Equipotencia; conjunto de los números naturales 
Consideremos los conjuntos finitos 
A={a, b, c, d} 
B=(i, į, k, 1) 
X={r, s} 
Y=(m, n, p, q =} 


En la figura 1.1 se da una biyección de A en B mediante su diagrama de 
flechas 


Figura 11 


Para expresar que se puede construir una biyección cuyo conjunto de par- 
tida es A y cuyo conjunto de llegada es B, diremos que A es equipotente 
con B. 

En la figura 1.2 se muestra una aplicación de A en X que no es biyecti- 
va. Es imposible construir una biyección de A en X. Por ello diremos que 
A no es equipotente con X. 

A tampoco es equipotente con Y. 
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+ Derinición 1.1: Dados dos conjuntos, E y F, se dice que E es equipoten- 
te a F si existe una biyección de E en F. 


Figura 12 


Notación: Para expresar que E es equipotente con F, escribiremos 
EF 


EJERCICIOS 
1.1. Formar un conjunto que sea equipotente con el conjunto 
V=la, e, i, o, u) 


1.2 Formar un conjunto que no sea equipotente con Y. 


También se dice que E es coordinable con F para expresar que E es equi- 
potente con F. En otras palabras, coordinable es sinónimo de equipotente. 
Vamos a estudiar las PROPIEDADES DE LA EQUIPOTENCIA: 
D La equipotencia es reflexiva, es decir, todo conjunto es equipotente 
consigo mismo, como se muestra en el ejemplo de la figura 13. 
Abreviadamente: 


vv 
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1) La equipotencia es simétrica, es decir, si A es equipotente con B, en“ 
tonces también B es equipotente con A, como se muestra en la figura 1.4. 
Abreviadamente: 


A~B= B>A 
I) La equipotencia es transitiva, es decir, si X es equipotente con X' y, 


a su vez, X' es equipotente con X”, entonces X es equipotente con X”, como 
se muestra en la figura 1.5. 


Abreviadamente: 


EJERCICIOS 


13 ¿Cómo se Mama la aplicación de la figura 1.37 Tenga en cuenta el ejemplo 
7.2 del $3. 

1.4 En la figura 1.4 se consideran dos aplicaciones, la definida por las flechas 
negras y la definida por las rojas. ¿Cómo son entre sí esas correspondencias? 
Tenga en cuenta el párrafo 3 del $ 3. 

1.5 Compruebe que la simetria de la equipotencia es consecuencia del ejercl- 
cio 7.1 del $3. 

1.6 En la figura 1.5 se consideran tres aplicaciones. ¿Cómo se llama la aplica- 
ción dada por las flechas rojas respecto de las otras dos aplicaciones dadas 
por las flechas negras? Tenga en cuenta el párrafo 8 del $ 3. 

1.7 Compruebe que la transitividad de la equipotencia es consecuencia del ejer- 
cicio 8.1 del $ 3. 


Las propiedades 1), I) y II), teniendo en cuenta la definición 3.1 del $ 4, 


nos llevan a establecer la sigui 


* Proposición 1.1: La equipotencia es una relación de equivalencia. 
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Las relaciones de equivalencia producen clasificaciones, según se indicó 
en el párrafo 4 del $ 4. En nuestro caso, las clases se muestran en la figura 1.6. 
ø 


(a), {h} {este libro), (yo) 


1 


la, b), (A, 


(Juan, Pedro) ———————>> 2 


la, b, ch [rs t). (blanco, azul, verde) —> 3 


Figura 16 


La clase formada por el conjunto vacío se llama múmero cero. La clase 
formada por el conjunto (a) y sus equipotentes se llama múmero uno. La 
clase uno de cuyos representantes es el conjunto {h,i} se llama número dos. 
La clase definida por el conjunto (1, z, 2) se llama múmero tres, etc. 

De este modo, los números naturales son las clases producidas por esta 
relación de equivalencia, que hemos llamado equipotencia. 

El conjunto de los múmeros naturales será el conjunto de las clases, es 
decir, el conjunto cociente, según lo dicho en el párrafo 5 del $ 4. 

El conjunto de los números naturales se designa por N, luego 


N=(0, 1,2, 3, ...) 


Para expresar que el conjunto (a, b} pertenece a la clase 2, diremos que 
el cardinal del conjunto (a, b) es dos, o bien que el conjunto (a, b} posee 
dos elementos, y escribiremos 


Card ((a, b))=2 


como ya se adelantó al final del párrafo 1 del $ 3. 
+ Proposición 1.1: Dados dos conjuntos, A y B, se verifica: 


AB <> Card (A)=Card (B) | 


A _ > - O... — 
EJERCICIOS 
1.8 Comprobar que la proposición anterior es un caso particular de la propo- 
sición 4.1 del $ 4, 
19 Dados los conjuntos 4, B, 4' y E, tales que 
ANB=8 y 4NB=8 


10 


114 


115 


116 


117 


demostrar que 


Card (4)=Card (4) ) 
Card (B)= Card (8) ) 


Utilice, para ello, el ejercicio 7.7 del $ 3. 
Demostrar que, dados los conjuntos disjuntos E y F, se verifica 
Card (E+F)=Card (F+E) 


Card (4+B)=Card (4' +8) 


Utilice el ejemplo 6.2 del 5$ 2, la reflexividad de la equipotencia y la pro- 
posición 1.1, sucesivamente. 


Demostrar que 
Card [E+(F+6)]=Card ((E+F) +6] 
Demostrar que 
Card (4+2)=Card (4) 
Demostrar que 
Card (4)= Card (4) 
Card (B)= Card (8) 
Demostrar 


} = Card (4% B)=Card (4'x B) 


Card (Ex F)=Card (Fx E) 
Tenga en cuenta el ejercicio 7.4 del $ 3. 
Demostrar que 
Card (Ex F)x C]= Card [Ex (Fx 6) 

Tenga en cuenta el ejercicio 7.5 del $ 3. 
Demostrar que 

Card (8)=1 => Card (4x B)= Card (4) 
Haga uso del ejercicio 7.6 del $ 3. 
Demostrar que 

Card [Rx(S+T)I=Card (Rx 5) HRXT)] 


Haga uso de la propiedad II) del producto de conjuntos, estudiada en el 
párrafo 1 del $3. 


El gran matemático italiano Peano (1858-1932) construyó la primera axio- 
matización de los números naturales. 
Pasemos a estudiar las operaciones con números naturales. 
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2. Adición de naturales 


Consideremos dos números. Sean, por ejemplo, 2 y 3. Elijamos un con- 
junto cualquiera perteneciente a la clase 2. Sea, por ejemplo, el conjunto 
C=(h, i}. Elijamos ahora un conjunto perteneciente a la clase 3 y disjunto 
con C. Sea, por ejemplo, el conjunto E=(x, y, z}. Los conjuntos C y E son 
sumables, según vimos en el párrafo 6 del $ 2. Pasemos al conjunto 
C+E=(h, i, x, y, =). Este conjunto pertenece a la clase 5, Por ello diremos 
que dos más tres igual a 5 y escribimos: 2+3=5. El proceso se esquematiza 
en la figura 21, 


Figura 24 


© DEFINICIÓN 2.1: Dados dos números naturales, a y b, si A y B son dos 
conjuntos, tales que 
Card(A)=a; Card (B)=b; 
se llama suma de a y b al número natural 
s=Card(A + B) 


ANB=Ø 


lo que se esquematiza en la figura 2.2. 


En la definición anterior, el conjunto A es un representante cualquiera 
de la clase a. Análogamente, B es un representante de b. Si en lugar de A 
hubiéramos elegido otro representante, A', de a y en vez de B hubiéramos 
elegido otro conjunto, B, disjunto con A”, perteneciente a la clase b, se 
hubiera obtenido la suma s, como se indica en la figura 23. 


ANB=0 


POLE 
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Parece natural preguntarse ahora: ¿es s igual a $7 
La contestación es afirmativa. 
En electo, como A y A” pertenecen a la misma clase, a, será 
Card (A)=Card(A”) 
Del mismo modo 
Card (8)=Card (8) 
Por tanto, teniendo en cuenta el ejercicio 1.9, será: 
Card(A+B)=Card(A'+8) 


es decir, 
sf 


Por tanto; 
* PROPOSICIÓN 2.1: A cada pareja (a, b) de números naturales, la adición aso- 
cia otro número natural único, s, llamado suma de a y b, independiente de 
los representantes, A y B, elegidos. 

Es decir, la adición es una aplicación de NxN en N, que asocia a cada 
pareja, (a, b), de naturales, otro natural s 


(a 0) >. 


o sea, la suma es una operación interna o ley le composición interna, en el 
sentido del párrafo 1 del $ 5. 

Como el signo convencional utilizado para designar esta operación in- 
terna es +, se escribe a+b para representar al número natural resultado de 
la adición de los números a y b. 


A A A ———ČŮČŮ 


EJERCICIO 
2.1 Demostrar que 


Card (4+B)=Card (4) +Card (B) 


Xona 


3. Propiedades de la adición 


* PROPIEDAD UNIFORME: Dados” los números a, b, a' y b, se verifica 


a=d 


4) = arbed +t 


Demostración: Sea A un conjunto cuyo cardinal es a y, análogamente, sea A' un 
representante de d’. Se verifica 


azg <> Card(A)=GardíA) > ALA” 
Sea B un representante de b y B’ un representante de Y, tales que 
ANB=9=4'N8' 
Se tiene 
b=b <> Card (B)=Card (B) > BB" 


Se ha de demostrar que 
atbed+o 
o, lo que es lo mismo, se ha de demostrar que 
Card (A+B)=Card (A'+B) 
Es decir, la propiedad uniforme es otra forma de expresar la proposi- 
ción 21. 
+ PROPIEDAD CONMUTATIVA: Cualesquiera que sean los múmeros naturales 


e y f, se verifica 
erf=fre 


Demostración: Es consecuencia del ejercicio 1.10, o sea, la conmutatividad de la 
suma de números naturales sigue de la conmutatividad de la suma de conjuntos. 


Abreviadamente, la propiedad conmutativa de la suma de naturales, pue- 
de expresarse así: 


Ve fEN; — erf=fre 


según se dijo en el párrafo 9 del $ 6. 
+ PROPIEDAD ASOCIATIVA: Cualesquiera que sean los números naturales e, f 


Y 8, se verifica 
(e+h+g=er((+8) 


Demostración: La asociatividad de la suma de naturales sigue de la propiedad homó- 
nima de la suma de conjuntos. 
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EJERCICIOS 


31 ejercicio, del párrafo 1 de este $, es consecuencia la propiedad 
a 


3.2 Escribir abreviadamente la propiedad asociativa utilizando cuantificadores, 


$ EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO: Existe un múmero natural, el cero, 
cuya suma con un número natural cualquiera, a, es a, es decir, tal que 


| O+a=a | 


Demostración: Sigue del ejercicio 1.12. 
Abreviadamente, se escribe: 
30EN; VaEN;  O+a=a 


Hemos visto que la suma de números naturales es una operación interna, 
asociativa, conmutativa y con elemento neutro. Por tanto, de acuerdo con 
el párrafo 3 del $ 5, enunciaremos: 


* PROPOSICIÓN 3.1; (N, +) es un semigrupo conmutativo y con elemento 
neutro, que se llama habitualmente el semigrupo aditivo de los naturales. 


4. Multiplicación 


Consideremos los números naturales 2 y 3. Elijamos un representante de 
la clase 2 y otro de la clase 3. Sean, por ejemplo: 


D=(ijki T=(r,15) 


Formemos el conjunto producto 
DxT=((,7), (6,D, 6,9, Gr). GD. GD) 


Como 
Card (DxT)=6 
diremos que el producto de 2 por 3 es 6, y escribiremos 
2x3=6 
o bien 


=6 
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* DEFINICIÓN 4.1: Dados dos números naturales, a y b, si A y B son dos 
conjuntos, tales que 


Card(A)=a y Card(B)=b 


se llama producto de a y b al número natural 
p=Card(A xB) 


lo que se esquematiza en la figura 4.1. 
aim 
bo ——» 
4x8 


Figura 4.1 


+ PROPOSICIÓN 4.1: A cada pareja, (a, b), de números naturales, la multipli- 
cación asocia otro número natural único, p, llamado producto de a y b, inde- 
pendiente de los representantes A y B elegidos. 


A A AMIMIUMII[TTfT<f<T<*< 
EJERCICIOS 


4.1 Demostrar la proposición 4.1, a partir del ejercicio 1.13, de modo análogo 
a como se demostró la proposición 2.1, a partir del ejercicio 1,9. Construya 
una figura apropiada a este caso, similar a la 2.3. 

4.2. Por tanto, la multiplicación es una aplicación. ¿Cuáles son los conjuntos de 
partida y de llegada de esta aplicación? 

43 ¿Es una operación interna la multiplicación de naturales? 

44 Demostrar que 


| Card (AX) =Card (4)-Card (8) | 


Notación: El producto de los números a y b se puede designar de una 
cualquiera de las tres formas siguientes: 


axb, ab, ab 
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5. Propiedades de la multiplicación 
© PROPIEDAD UNIFORME: 


|, entonces ab-di" 


donde a, a', b y b son números naturales. 


EJERCICIO 


5.1 Demostrar la propiedad uniforme, comprobando que es equivalente a la pro- 
posición 4.1. 


¿usicoyuiera que sean los múmeros naturales e, f y g 


* PROPIEDAD CONMUTATIVA:: 


etete | 


cualesquiera que sean e y f. 


EJERCICIOS 


5.2 Demostrar que la propiedad asociativa del producto sigue del ejercicio 1.15. 
¿De qué ejercicio, del párrafo 1, es consecuencia la conmutativa? 


5.3 Escribir las propiedades conmutativa y asociativa del producto, utilizando 
cuantificadores. 


* EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO: Existe un múmero natural, el uno, cuyo 
producto por un número natural cualquiera, a, es a, es decir, tal que 
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EJERCICIOS 


5.4 Demostrar la propiedad anterior, haciendo uso del ejercicio 1.16. 
5.5 Escribir la propiedad anterior utilizando cuantificadores. 


De las propiedades anteriores se deduce el siguiente resultado: 
+ Proposición 5.1: El semigrupo multiplicativo de los números naturales, 
(N, +), es conmutativo y posee elemento unidad (ya que al neutro se le llama 
unidad cuando a la operación se le llama multiplicación). 


6. Semianillo de los números naturales 


© PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DEL PRODUCTO RESPECTO DE LA SUMA DE NATURA- 
Les: cualesquiera que sean los números naturales a, b y €, se verifica 


Ta 


EJERCICIOS 


6.1 Demostrar la propiedad anterior, a partir del ejercicio 1.17. 
6.2 Escribir la propiedad anterior utilizando cuantificadores. 


Para los números naturales se tiene, según hemos visto: 


(N, +) es un semigrupo conmutativo y con elemento neutro 
(N, +) es un semigrupo conmutativo y con elemento neutro 
El producto es distributivo respecto de la suma 


EJERCICIO 


63 ¿Es (Y, +, :) un anillo? ¿Qué haría falta para ello? 
Vuelva sobre el párrafo 8 del $ 5 para contestar a estas preguntas. 
A A A _Q___—_——TT——K—<— 


+ DeriNIciÓN 6.1: Sea un conjunto S, en el que están definidas dos opera- 
33 


ciones, que designaremos por © y ». Si se verifican las tres condiciones: 


a) (S, ©) es un semigrupo conmutativo, 
b) (S, +) es un semigrupo, 
€) la operación + es distribufica respecto de la operación ©, 
diremos que (S, ©, +) es un semianillo. 
De esta definición se deduce la siguiente 
* PROPOSICIÓN 6.1: (N, +, +) es un semianillo, 


EJERCICIOS 


6.4 Demostrar que [O(£),U, N] es un semianillo, Véase el ejercicio 8.1 c) del $ 5. 
¿Lo es [9(E), N, UJ? 

6.5 Comprobar si (Y*, V, A) es un semianillo. Véase el ejercicio 3.1 €) y d) 
del $ 5. ¿Lo es (V°, A, V)? 


Como el semigrupo (N, +) es conmutativo y posee elemento unidad y el 
semigrupo (N, +) posee elemento cero, diremos que (N, +, +) es un semi- 
anillo conmutativo, con elemento cero y con elemento unidad. 


EJERCICIOS 


6.6 A partir de la definición 6.1, diga cuándo el semianillo (S, ©, +) será con- 
mutativo. ¿Cuándo tendrá elemento unidad? ¿Cuándo tendrá elemento cero? 
“Tenga en cuenta las definiciones 8.2 y 8.3 del $ 5. 

6.7 ¿Qué puede añadir, teniendo en cuenta el ejercicio anterior, respecto de los 
ejercicios 64 y 6.5? 


7. Ordenación total en N 


Consideremos dos números naturales. Sean, por ejemplo, 3 y 5. Sean A y B 
dos conjuntos, representantes de 3 y 5, respectivamente (fi 1). 

El diagrama de flechas de dicha figura define una aplicación inyectiva de 
A en B. Notemos que si Card (A) fuera un número mayor que Card (B) no se 
hubiera podido construir una inyección de A en B, lo que nos lleva a establecer 
la si 
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DEFINICIÓN 7.1: Dados dos números naturales, a y b, sean A y B dos con- 


juntos, tales que 


CardíA)=a y Card (B)=b 


Figura 7.1 


Diremos que a es menor o igual que b, y escribiremos 


a<b 


si se puede construir una aplicación inyectiva de A en B. 


EJERCICIOS 


7 


72 


13 
74 
75 


76 


A partir del ejercicio 5.3 del $ 3, defina, de forma análoga a como se ha 
hecho en la definición anterior, la relación mayor o igual, entre números 
naturales. 


Demuestre que la relación < es reflexiva, Tenga en cuenta la figura 13 y 
que toda biyección es inyección. 

Demuestre que la aplicación compuesta de dos inyecciones es otra inyección. 
Demuestre que la relación < es transitiva, a partit del ejercicio anterior. 


Demuestre que si la correspondencia inversa de una aplicación es también 
aplicación, entonces se trata de una biyección. 

Utilice el ejercicio anterior para demostrar que la relación < es antisimé- 
trica. 


De los ejercicios 7.2, 7.4 y 7.6 sigue el siguiente 
TEOREMA 7.1: La relación <, entre números naturales, es una relación de 


orden. 
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EJERCICIOS 


7.8 A partir del ejercicio anterior, demuestre que dados dos números, a y b, es 
cierta una, al menos, de las dos afirmaciones siguientes: 


«Sh; bee 


Del ejercicio anterior se deduce: 
* PROPOSICIÓN 7.2: La relación < es de orden total. 


EJERCICIO 


79 Demostrar que la relación mayor o igual, definida en el ejercicio 7.1, es de 
orden total. 


Notas: Si los números a y b no son iguales se escribe a£b. 
Si a<b, siendo ab, se dice que a es menor que b, y se escribe 
a<b 
Para expresar que a es mayor o igual que b, se escribe a>b. 
Análogamente 


a>7b 
2 


donde a >b se lee a mayor que b. 


* Ewros: 
3<5 
Jas jo ss 
8>5 
=> 1>5 
* TEOREMA 73: 


[ a<b | <> existe un número natural hot que hsa- | 
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EJERCICIOS 


7.10 Demostrar el teorema anterior, ayudándose de la figura 7.2. 


7.11 Enunciar el teorema 7.3, haciendo uso del cuantificador existencial, intro- 
ducido en el párrafo 9 del $ 6. 


Figura 72 


* PROPOSICIÓN 7.4: Se verifica 


asb | =|arc<b+e| 


donde a, b y c son números naturales. 


Demostración: 
agb <> 3hHEN; hta=b 
ema 73 n 
Mt +czbre 
1 
hhla+o=b+e 
es decir: 


AMEN; h+ato=b+e) > ateSb+e 


ma 73 


* PROPOSICIÓN 7.5: 


a<b 


ie 
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Demostración: 


acb => arc<b+e) $ ae<byd 


prota 
csd => bregbtd:{ e 
sm Ta 


Notemos que la proposición 7.5 expresa que si a está relacionado con b 
(en la relación <) y € está relacionado con d, entonces a+c lo está con b+d, 
lo que se expresa también diciendo que las expresiones 


asb y esd 
se pueden sumar miembro a miembro: 


a<b 
c<d 


a+c<b+d 


o también se expresa diciendo que la relación < es compatible con la adición 


de naturales. 
Veamos ahora que la relación < también es compatible con la multipli- 


cación de naturales: 
* PROPOSICIÓN 7.6: 


| asb [> |u.et.c| 


EJERCICIO 


7.12 Demostrar la proposición 7.6, de modo similar a como se hizo para la 
proposición 7.4. 


* PROPOSICIÓN 7.7: 
a<b 


A, => ac <b-d 


EJERCICIOS 


7.13 Demostrar la proposición 7.7. 


7.14 Enunciar y demostrar las proposiciones similares a las proposiciones 7.3, 7.4, 
7.5, 7.6 y 7.7 para la relación >. 


7.15 Demostrar la proposición 7.6, tomando conjuntos 4, B y C, cuyos cardina- 
les sean a, b y e y utilizando la definición 7.1. 
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Las relaciones > y < se dicen opuestas. Compare con el ejercicio 64 
del $4, 


EJERCICIO 


7.16 La biyección de la figura 7.3 sugiere una ordenación en el conjunto Y de 


Figura 73 


En esa ordenación, por ejemplo, e es el segundo elemento. Este ejemplo 
sugiere la diferencia entre ordinal y cardinal. Explíquela. 


8. Sustracción de números naturales 


* ErempLO 8.1: Decimos que 7 menos 4 es igual a 3, y escribimos 
7-4=3 


porque 3 es el número natural tal que 


3+4=7 
* DEFINICIÓN 8.1: Diremos que 
b-a=h 
si 
h+a=b 
De otro modo 
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donde el signo 


lo leeremos diciendo 
equivale por definición 


Obsérvese que esta equivalencia por definición -es distinta de la equiva- 
lencia lógica, introducida en el párrafo 9 del $ 6. 


EJERCICIOS 
8.1 Demostrar que la diferencia, b—a, sólo existirá cuando el minuendo, b, sea 
mayor o igual que el sustraendo, e, Utilícese el teorema 7.3. 


8.2 Demostrar que, dados dos números naturales a y b, existe, al menos, una de 
las dos diferencias 


a-b, b-a 


8.3 ¿Por qué no es una operación interna la sustracción de naturales? 
8.4 Demostrar que si BC 4, entonces 
Card (4—B)= Card (4)—Card (B) 


Téngase en cuenta el ejercicio 9.4 del $ 2 y la definición 8.1. 


PROPIEDADES DE LA SUSTRACCIÓN DE NATURALES: 
1) (b-a)+a=b 
2) (b+a)-a=b 
3) c+(b-a)=(c+b)-a 
4) c-(b+a)=(c-b)-a 
5) c-(a-b)=(c+b)-a 


Se supone que a, b y c son tales que se pueden efectuar las diferencias an- 
teriores. 


EJERCICIOS 


8.5 Demostrar la propiedad 1). Para ello llame h al paréntesis y aplique la 
definición 8.1. 


8.6 Demostrar la propiedad 2). Para ello llame h al paréntesis y aplique la defi- 
nición 8.1. 
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8.7 Demostrar la propiedad 3). Para ello sume c a los dos miembros de 1) y 
aplique la definición 8.1. 


8.8 Demostrar las propiedades 4) y 5) haciendo uso de las anteriores. 


DISTRIBUTIVIDAD DEL PRODUCTO RESPECTO DE LA DIFERENCIA: 
c.(b-a)=(c-b)-(c-a); a, b, cEN 


Se supone que a<b 
Demostración: La propiedad 1) anterior afirmaba que: 
(b-a)+a=b 
mdse pt 
c-((b-0)+a]=c=b 
ur ua re de am 
db-a)+cra=cb <> c-b-camc(b-a) 
PES 


Como ya se indicó en el ejercicio 7.3 del $ 6, se conviene en que el pro- 
ducto tenga prioridad frente a la diferencia, por lo que la distributividad del 
producto respecto de la diferencia se escribe: 


l exb=a) 


b=ca 


El paso del segundo al primer miembro de la expresión anterior se llama 
habitualmente sacar factor común c. Es decir, se puede sacar factor común 
en virtud de la propiedad distributiva. Lo mismo puede decirse respecto de 
la suma, en vez de respecto de la diferencia. 


EJERCICIO 


89 Demostrar que 
(a+b) (cd) =(0c+be)=(ad+bd) 


9. Otras propiedades de la suma y el producto 
de naturales 


LEY CANCELATIVA DE LA SUMA 


Jazh=b+4 | = | a= 


za 


EJERCICIO 


9.1 La figura 9.1 sugiere la demostración de la ley cancelativa de la suma, Ex- 
plíquela, 


Figura 9.1 


La ley cancelativa de la suma se llama también ley simplificativa de la 
suma. Para expresar que cualquier término, hh, que figure en ambos miem- 
bros se puede simplificar, se dice también que todos los números naturales 
son regulares respecto de la suma. 
* EJEMPLO: 

1+3=543 => 1=5 


Propucto POR CERO: Cualquiera que sea el número natural a, se verifica 


r 
pan 


Demostración: 


es decir, a:D es un número cuya suma con a es a, cualquiera que sea «. Por tanto, 
a-0 es elemento neutro para la suma. Pero en la proposición 2.1 del $ 5 vimos que el 
neutro, respecto de una operación, es único. 


242 


Por tanto, como 0 es neutro para la suma, será 
a-0=0 


EJERCICIOS 
9.2 Demostrar que 
Axg=0 


cualquiera que sea el conjunto 4. 


39, Domostrir que le propiedad anteriormente enunciada es consecuencia del ejer- 
cicio 9.2. 


* PROPOSICIÓN 9.1: Se verifica 


|ab=0 | = | a-0, 


es decir, si el producto de dos números naturales es cero, uno de ellos, al 
menos, ha de ser cero. 


EJERCICIOS 


9.4 Demostrar que la proposición 9.1 sigue del ejercicio 7.8 del $ 6. 


9.5 Escribir la proposición 9.1 haciendo uso del signo V, de disyunción lógica, 
introducido en el párrafo 9 del $ 6. 


9.6 Demostrar que 


a) 


Notemos que 
3:0= 


0 


pero no por ello se deduce de aquí que el cero se pueda simplificar: 


como se indicó en ei párrafo 11 del $ 6. 
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LEY CANCELATIVA DEL PRODUCTO 


a:h=b-h 
h20 j= a=b 
Demostración: 
ah=b-h 
O+a-h=b-h 
ció 3 
buh-a:h=0 
anb tc co 
b-a)-h=0 
ø = b-a=0 
por hipótesis: PAES Y ns 
O+a=b 


a=b 
Es decir, dados los números naturales a, b y h, tales que 
a k=b- 


si h es distinto de cero, puede simplificarse 


a:h=b.h 
y queda 
f a=b 
* EjpLo: 
5z=15 => fe=p3 = 1-3 
* TEOREMA 9.2: 


donde el segundo miembro indica la suma de términos iguales. 
Demostración: Consideremos el conjunto 
A=(1,2,3, -., a—1, a) 
de los a primeros múmeros naturales, excluido el cero. Será 
Card (A)=a 
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Análogamente, sea 


B={1, 2, 3, ..., b-1, b};  Card(B)=b 


Para calcular el producto a-b, aplicando la definición 4.1, comencemos 
construyendo el conjunto producto AxB, como se indica en la figura 9.2, 


A 


1 
2 
3 


(3 
Figura 92 
En la figura 9.3 se efectúa una partición del conjunto producto A xB, en 
b partes 
Par Pis Por o Po 
Cada una de las cuales consta de a elementos. 


Figura 93 


Como estas partes son disjuntas 
AxB=P,+P,+...+Pp 
luego 
a-b=Card (A x B)=Card (P,+Pa+...+P)= 
=Card(P) +Card(P)+...+Card (Py=a+a+a+...+a 


«EJERCICIOS 


9.7 


9 


99 


9.11 


9.12 


913 


9.14 


9.15 


Defínase la relación de equivalencia que produce la partición indicada en 
la figura 9.3. Téngase en cuenta la mota 1.1 del $ 3. 


Demostrar que 
abro + 

Demostrar las propiedades conmutativa y asociativa del producto, tomando 

la expresión del teorema 9.2 como definición de producto de naturales. 


Demostrar la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de 
naturales, haciendo uso de la definición de producto citada en el ejercicio 
anterior. 


¿Cuántas aplicaciones de 
(0> la, b, e) 
pueden construirse? 
¿Cuántas aplicaciones de 
der ea) => Uhn hy hs) 
pueden construirse? 


Teniendo en cuenta la definición de potencia de naturales, dada en el ejer- 
cicio 2.6 del $ 5, si 


Card (4) y  Card(B)= 
demostrar que existen 6* aplicaciones de 
4=>B 


Al conjunto de las aplicaciones de 
4>B 


se designa por B^, Demostrar que 
Card (81) =Card (moea 


Teniendo en cuenta la proposición 6.2 del $ 7, probar que el conjunto AXB 


posee 
ISLA caram 


subconjuntos. 


Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, probar que el número de corres- 
pondencias de A en B es 


ZO IAy Cora) 


Dados los conjuntos 


Pla, e, i, o, u); C={x, y, 2) 


¿cuántas correspondencias de 
rc 


existen? ¿Cuántas de ellas son aplicaciones? 
9.18 Dado un conjunto E, tal que 


Card (E)=e 


demostrar que pueden definirse 2:* relaciones entre los elementos de E. 


9.19 ¿Cuántas relaciones pueden construirse entre los elementos del conjunto V 
de las vocales? 


10, Divisibilidad y división exacta y entera 


*- EJEMPLO 10.1: Consideremos los números naturales 3 y 6. Se verifica 
2:3=6 


es decir, existe un número, dos, cuyo producto por tres es igual a seis. Por 
ello diremos que tres divide a seis, lo que escribiremos así: 


316 


En cambio, como tres no divide a siete, escribiremos 3-47. 


* DEFINICIÓN 10.1: Dados dos números naturales, a y b, diremos que a di- 
vide a b y escribiremos 


[e] 


si existe un número natural h cuyo producto por a sea igual a b. 
Abreviadamente 


[eie] sp [arem macs] 


D no neN 
4 0in=>n=0 
5) nin, siendo REN; h>2 


w 


EJERCICIOS 
10.1 La consecuencia 1) sigue de la existencia de elemento neutro respecto del 
producto de naturales, es decir, de 


L men 


¿De qué propiedades, de entre las estudiadas anteriormente, siguen inme- 
diatamente las consecuencias 2), 3) y 4)? 


10.2 Una de las cinco consecuencias anteriores expresa la reflexividad de la rela- 
ción | ¿Cuál? 


10.3 ` Compare l teorema 73. con la desición 10. o intente. sacar alguna, con- 


© PROPOSICIÓN 10.1: Si a y b son múmeros naturales, distintos de cero, 
[aib |= [ a<b 
Demostración: 
alb <> 3KHEN; hra=b 


Cia mas 


a+a+...+a=b 


la+a+".+a)+amb 


Pr 
c+a=b 2, e 


+ Proposición 10.2: La relación |, entre números naturales, es antisimé- 
trica, es decir, 
MAA 
bla 
Demostración: 
Caso 1: Si a y b son distintos de cero 


alb => asb 


prop. 10.1 
= a=b 
bla => bga | de? 
peop. 101 


Caso 2°: Si a=0, sigue de la consecuencia 4) de la definición 10.1. 
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* PROPOSICIÓN 103: La relación |, entre, números naturales, es transitiva, 
es decir, 


ab) aie 
ble 
Demostración: 
alb <> 3REN; hasb 
se y resirarendo míha)=c 
ble <> 3NEN; nb=c 
pac inha=e 
} si nhom 
maz 
es decir, 


MEN; ma=c <> ale 
Pam 


© Proposición 10.4: La relación | es de orden. 
+ Proposición 10.5: La relación | es de orden parcial. 


EJERCICIOS 


10.4 ¿De qué proposiciones y ejercicios es consecuencia la proposición 10.47 


10.5 Ponga una ejemplo que pruebe la proposición 10.5 (véase para ello el ejem- 
plo 6.2 del $ 9). 


* PROPOSICIÓN 10.6: 


alb) S albo) 
ale 


Demostración: 
sibna Aan eana) 
akoa 
= hasna=b+e 
alo <> InEN; nma=c| snitomisa 
Fan pe Į 
mazi 
es decir, 


3MEN; ma=(b+0) <> al(b+e) 
at wa 
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EJERCICIOS 
10.6 Demostrar que 


Se supone 


10.7 Demostrar que 


ajb => ajb- 


+ Proposición 107: 
ajb 
cld 

es decir, la relación | es compatible con el producto. 


} => (asc) | (b-d) 


EJERCICIOS 


8 Demostrar la proposición 10,7. 


|9 Comprobar que la relación | no es compatible con la suma de naturales, 
mediante un c 


Para expresar que 
a divide a b 


se dice también que 
b es múltiplo de a, o bien que b es divisible por a 


y se escribe 
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Es múltiplo de es, por tanto, la relación opuesta de la relación divide a, 
lo mismo que > era la relación opuesta de la relación <. 


EJERCICIOS 


10.10 ¿Será de orden la relación es múltiplo de entre números naturales? 
10.11 ¿Tendrá opuesta cada relación de orden? 


+ Ejemplo 102: Decimos que seis dividido por tres es igual a dos y escri- 
bimos 
6 


32 obie 6:32 


porque 2 es el número natural cuyo producto por 3 es igual a 6, es decir, porque 
2326 


+ Dermición 10.2: División exacta: Si a y b son números naturales y es 
a#0 


ha=b [<> | b:a=h | 
| aet 


EJERCICIOS 


10.12 ¿Por qué no es una operación interna la división de naturales? 


10.13 ¡A A A E E 
de sustracción, ayudándose del siguiente esquema: 


h <> hta=b <> b-h=a 


Exprese las conclusiones a que llegue. 


Del ejercicio anterior se desprende que la división exacta es la operación 
inversa de la multiplicación, del mismo modo que la sustracción es la ope- 
ración inversa de la adición. 
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EJERCICIOS 
10,14 Si en las propiedades 1), 2), 3), 4) y 5) de la sustracción, citados en el 
párrafo 8, cambiamos 
suma por multiplicación y 
diferencia por cociente exacto 
obtenemos otras cinco propiedades para los cocientes exactos. 
10.15 Demostrar las propiedades de los cocientes exactos, escritas en el ejercicio 


10.16 Demostrar que la división exacta es distributiva por la derecha respecto 
de la suma (ver nota siguiente a la definición 7.1 del $ 5), es decir, que 


(a+bhe=(010)+(b:0) 


Se supone que las operaciones indicadas son posibles. 

10.17 Comprobar que la distributividad por la izquierda es falsa, buscando un 
contraejemplo. 

Estudiar la distributividad de la división exacta respecto de la diferencia, 
por la derecha y por la izquierda ¿Son ciertas ambas? Ponga ejemplos € 
intente demostrar la que suponga cierta. 


a 


* EjemPLO 10.3: Al dividir 48 entre 5 se obtiene de cociente 9 y resto 3 


4815 
39 


ya que si a partir de un conjunto de 48 elementos tratamos de efectuar una 
partición en que las partes consten de 5 elementos, encontramos que se pue- 
den formar 9 de estas partes y sobran 3 elementos que no llegan a formar 


Figura 10.1 


una parte, como se indica en la figura 10.1. Es decir, para dividir 48 entre 5 
se han buscado dos números, 9 y 3, tales que 


48=5-9+3 siendo 3<5 
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* DEFINICIÓN 103: La división entera de un múmero natural b, por otro a, 
consiste en encontrar otros dos números naturales, h y r, tales que 


a#0 


b=aħ+r r<a 


EJERCICIOS 


10.19 Comparar la definición 10.2 con la 10.3. 


10.20 Demostrar que al multiplicar el dividendo y divisor de una división entera 
por un mismo número el cociente no varía y el resto queda multiplicado 
por dicho número, utilizando la definición 10.3. 

10.21 Demostrar que en una división entera, cuyo divisor es mayor que uno, el 
cociente es menor que el dividendo. 


10.22 Demostrar que el cociente y el resto, en una división entera, son únicos. 


11. Didáctica del número natural 


El método recomendado actualmente por la mayoría de los grandes peda- 
gogos de la Matemática para la introducción del concepto de número natural 
es el indicado en el párrafo 1, a partir de la idea de equipotencia. 

El niño de la Escuela Maternal puede manejar muchas situaciones con- 
cretas en que tenga que comparar conjuntos estableciendo inyecciones, o bi- 
yecciones, entre ellos. 

El material utilizado puede variar desde trocitos de papel o piedrecitas, 
hasta las regletas coloreadas, que pueden ser de papel, recortadas y coloreadas 
por el niño, o se pueden adquirir ya preparadas. 

Cuando un niño, que aún no sabe contar, quiere decidir qué conjunto, 
el de papeles rojos o el de papeles blancos, de los representados en la figu- 
ra 11.1 posee mayor número de elementos, ha de operar, como se indica en 
la figura, construyendo una aplicación inyectiva, lo que puede materializar 
poniendo cada papelito rojo encima de un papelito blanco y observando que 
clase de papelitos, rojos o blancos, se agota antes. 


G-A 
ES 

E 

DAA 

Q 

o 
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El método de las regleras, o de los números en color, se debe al belga 
CuIsENAIRE y ha sido introducido en España por el profesor GATTEGNO, de 
la Universidad de Londres, El material consiste en varias reglillas cuya lon- 
gitud oscila entre 1 y 10 unidades, como se indica en la figura 11.2, siendo 
del mismo color las regletas de la misma longitud. El niño asocia la idea de 


pa ] 
¿al 


Figura 11.2 


longitud a la idea de número, cuya relación veremos en el penúltimo $, al estu- 
diar medida de magnitudes. 


[cio [vera | [verd | amarlo | 
amarlo | “amarillo | verde 
Figura 11.3 Figura 114 


Ante la figura 11.3, el niño puede decir: 
rojo +verde=amarillo 


sin necesidad de manejar números. Del mismo modo, puede manejar la pro- 
piedad conmutativa (figura 11.4): 


verde + amarillo =amarillo + verde 


Análogamente puede materializarse la asociatividad, sustracción, etc. 

La utilización de este material presenta una muestra de enseñanza heurís- 
tica, es decir, el maestro guía al alumno, sugiriéndole situaciones que provo- 
can que el niño descubra la propiedad deseada. 

Otro material muy útil para la introducción de propiedades aritméticas 
es el del profesor Dienes, consistente en bloques ortoédricos, 

En cuanto a la suma, la forma natural de introducirse es la indicada en 
el párrafo 2. Cuando el niño suma ayudándose de los dedos, está eligiendo 
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conjuntos de cardinal prefijado, suma los conjuntos y luego pasa al cardinal 
del conjunto suma. Naturalmente, el niño elige los conjuntos que tiene más 
a mano, Creemos que no interesa evitar que los niños sumen ayudándose de 
los dedos, sino al contrario, utilizando también otros conjuntos. Opinamos 
que el niño debe construir la tabla de sumar, que irá memorizando, sin darse 
cuenta, a medida que vaya utilizándola. 

En cuanto a la sustracción, puede introducirse, de acuerdo con la defini- 
ción 8.1, como proceso consistente en buscar un número, o regleta, según el 
caso, que sumado con uno dado dé lugar a otro dado también. Cuando se ma- 
terialice con papelitos, por ejemplo, habrá de tenerse en cuenta lo indicado 
en el ejercicio 84, 

En cuanto a la multiplicación, puede ser definida de dos modos. El utili- 
zado más frecuentemente en la Escuela consiste en tomar el teorema 4.1 como 
definición de producto, definiendo el producto como suma de sumandos igua- 
les, como se hace en los ejercicios 9.9 y 9.10. Esta definición tiene hoy mu- 
chos detractores, pues origina dificultades al definir operaciones externas, que 
veremos más adelante. Por tanto, se recomienda hoy definir el producto como 
se hace en el párrafo 4, y ver el teorema 9.2 como una propiedad y no como 
definición. La dificultad estriba así en la introducción del concepto de con- 
junto producto, pero esto se consigue buscando múltiples situaciones, como, 
por ejemplo, la indicada en la figura 11.5. 


| Blanco Negro | Amarillo 
Niño | Niño blanco Nigo negro | Niño amarillo 
Niña | Niña blanca pit negra. | ia ani 
Figura 115 


La división entera puede ser introducida provocando situaciones similares 
a la indicada en la figura 11.1, pero que puedan interesar al niño. El niño 
debe manejar diversas situaciones que le conduzcan a la división entera y a 
descubrir sus propiedades. Es más importante que cuando el niño se enfrente 
con problemas como los siguientes: 


a) ¿Cuántos días enteros hay en 57 horas, y cuántas horas sobran? 
b) Busca un número que multiplicado por 5 dé 45 


sepa matematizarlos, es decir, se dé cuenta de que en a) se trata de una di- 
visión entera y en b) de una división exacta, a que emplee demasiado tiem- 
po en verificar divisiones complicadas, intentando adquirir rapidez en la auto- 
matización del cálculo, para competir con una máquina calculadora, según pa- 
rece a veces, 

Algunos didactas de la Matemática preconizan la utilización de figuras 
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Así, por ejemplo, se puede pedir al niño: 
Escribe un número dentro del cuadrado para que sea cierta la igualdad 


3+0=8 


Nótese que, en realidad, resolver esta cuestión equivale a resolver la ecua- 
ción 
3+r=8 


Otro ejemplo podría ser: 
Escribe números dentro del círculo y del triángulo de modo que se veri- 
fique la igualdad: 
48=0:5+4 


El problema así planteado tiene varias soluciones, pero si exigimos que 
el número escrito dentro del triángulo sea menor que 5, entonces estamos 
ante una división entera, 

Terminemos este párrafo haciendo notar un error habitual actualmente 
en muchas Escuelas Primarias, donde se confunden los nombres de los nú- 
meros con los propios números, enseñando los nombres de los números uno 
tras otro sin que el niño los construya. 

Siendo el problema de la introducción del concepto de múmero en la Es- 
cuela Primaria uno de los más importantes que ha de abordar el futuro 
Maestro, creemos interesante consultar algunos libros, entre los que cabe citar: 


GarTEGNO, Números en color, Ed. Cuisenaire de España. 

Z. P. Dísxes y E. W. GoLDING, Ensembles, nombres et puisances (Col. Les premieres 
pas en Mathemátiques), O.C.D.L., París. 

MaDeLsiNE GOUTAKD, Las Matemáticas y los niños, Ed. Cuisenaire de España. Madrid, 
1966. 


12. Sistemas-de numeración 


Sea un número natural 4. Consideremos un conjunto H tal que 
Card (H)=h 


Admitamos que, cualquiera que sea el conjunto H, podemos encontrar un 
elemento no perteneciente a dicho conjunto. Sea, por ejemplo, 


mé H 
Consideremos el conjunto unitario 
M=m 
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y formemos el conjunto 


S=H+M 
Es evidente que 


Card (S)=h+1 


El proceso anterior permite observar que cada número natural, h, tiene 
un siguiente, A+1. El conjunto de los números naturales es, por tanto, infi- 
nito. Luego, para nombrar a los números naturales, necesitamos infinitos nom- 
bres, e infinitos signos para designarlos, Para evitar este inconveniente se 
utilizan métodos en que mediante un pequeño número de signos y reglas se 
pueden nombrar y escribir todos los números naturales. Cada sistema de re- 
glas y signos se llama un sistema de numeración. 


13. Sistema de numeración de base cuatro 


Consideremos, para concretar, conjuntos de pelotas. Los cardinales de los 
conjuntos Ø, A, B y C de la figura 13.1 se llaman, como es sabido, cero, uno, 
dos y tres y se designan, respectivamente, con los signos 0, 1, 2 y 3, como es 
habitual. 


i d 


Figura 13.1 Figura 132 


Veamos cómo con estas cuatro cifras, O, 1, 2 y 3, basta para designar y 
nombrar cualquier otro número, con sólo introducir unas reglas, como ha- 
remos a continuación. 

Supongamos que se dispone de cajas, en cada una de las cuales caben 
cuatro pelotas, como se indica en la figura 13,2. Con el conjunto de las pelo- 
tas de la figura 13.3 pueden llenarse dos cajas y sobran tres pelotas, que no 


Figura 3 Figura 134 
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llegan a completar otra caja, como se indica en la figura 134. Este resultado 
puede anotarse como se indica en la figura 1 

Supongamos ahora que se tiene el conjunto de pelotas que se indica en 
la figura 13.6. Con ellas se llenan las cajas y sobran las pelotas indicadas en 


Cajas | Pelotas 
2 3 
Figura 13,5 Figura 13.6 


la figura 13.7. Recordemos que deseamos utilizar únicamente las cuatro ci- 
fras O, 1, 2 y 3 para designar cualquier número. Para ello, utilicemos cajas 
grandes en cada una de las cuales caben cuatro cajas de las anteriores. Así, 
con las cajas y pelotas de la figura 13.7 pueden llenarse una caja grande, 
sobran dos cajas que no llegan a completar otra caja grande y sobran, por 


otra parte, dos pelotas, que no llegan a completar una caja, resultado que 


$089 0 


Figura 13.7 Figura 13.8 


anotaremos como se indica en la figura 13.9, y se escribe habitualmente, en 
forma abreviada, así 


12%. 
Análogamente, si hubiéramos partido de un conjunto de pelotas con el 
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que se hubiera llegado al resultado indicado en la figura 13.10, el número co- 
rrespondiente se escribiría en la forma 


20 
| Calas | cas licita | 
| grandes) Calas | Pelotas grandes, Calas | Pelotas | 
a RE | 
1 | ala aces | «8 
Figura 139 Figura 13.10 


y se leería doscientos treinta en base cuatro. Nótese que no puede prescin- 
dirse del cero de la derecha y escribir 


Bu 


pues esto se interpretaría como correspondiente a la figura 13.5 y no a la 13.10. 

Supongamos ahora que se considera un conjunto de pelotas cuyo cardinal 
es mayor que el del conjunto de la figura 13.6, de modo que se puedan com- 
pletar más de tres cajas grandes. Entonces, para escribir el número corres- 
pondiente, utilizando únicamente las cifras 0, 1, 2 y 3, habría que hacer uso 
de cajones, en cada uno de los cuales cupieran cuatro cajas grandes. Supon- 
gamos que se tuviera el resultado indicado en la figura 13.11. Entonces el 
número correspondiente se escribiría en la forma 


2301 
Cajones | „Caisg | Cajas | Pelotas | 
2 3 o 1 
Figura 13.11 


y se leería dos mil trescientos uno en base cuatro. 

Naturalmente, si se partiera de un conjunto de cardinal mayor, de tal modo 
que se pudiera completar más de tres cajones, habría que considerar cajones 
grandes, en cada uno de los cuales cupieran cuatro cajones, y así sucesiva- 
mente, 

Resumiendo, podríamos decir que el sistema de numeración de base cua- 
tro es aquel en que cada cuatro unidades de un orden forman una unidad 
de orden inmediatamente superior. Por tanto, lo mismo que en el sistema 
habitual de numeración (de base diez), una misma cifra puede tener distinto 
significado dependiendo del lugar que ocupe. 
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EJERCICIOS 


13.1 Escriba, en base cuatro, el cardinal del conjunto de asignaturas de este 
curso. 


13.2 Escriba, en base cuatro, el número que en base diez se escribe 38. 
133 Escriba en base diez el número 23014. 


14. Sistemas de numeración en otras bases 


Si repetimos el razonamiento del párrafo anterior, pero ahora disponiendo 
de cajas en que quepan siete pelotas, estaremos trabajando en base siete, don- 
de cada siete unidades de un orden engendran una unidad de orden inme- 
diatamente superior. Así, a partir del conjunto de la figura 13.3, se puede 


Figura 14.1 


llenar una caja y sobran cuatro, como se indica en la figura 14.1, por lo que 
el cardinal del conjunto de pelotas de la figura 133 es 

Mo 
es decir, catorce en base siete. 


EJERCICIOS 

14.1 ¿Cuáles son las cifras significativas en base siete, con las cuales se puede 
escribir cualquier número en esta base? 

14.2 Observando las figuras 13.3, 134 y 14.1 diga si es cierta la igualdad 

B3u=140 

14.3 Escriba en base siete el cardinal del conjunto de la figura 13.6. 

14.4 Escriba en base siete el número que en base diez se escribe 22. 

14.5 Escriba en base diez el número 34o. 


14.6 ¿Cuáles serán las cifras significativas en el sistema de numeración de base 
nueve? 


14.7 Escriba en base nueve el número decimal 15. 


Consideremos ahora el sistema de numeración de base doce, Ahora en 
una caja caben doce pelotas, luego necesitaremos las cifras significativas inc 
cadas en la figura 142, teniendo que emplear dos signos nuevos seguidos, 


Figura 142 Figura 143 


para indicar los cardinales de los conjuntos que en base diez llamamos diez 
y once, Naturalmente, los nombres dados a estas dos cifras y los signos con 
que se representan son arbitrarios. Por ejemplo, se pueden utilizar dos letras 
en vez de los dos signos indicados, 

El cardinal del conjunto indicado en la figura 14.3 se escribirá en base doce 


ISen 


El correspondiente a la figura 144 será 


lua 
que se leería diecivaso. 
Calas | Pelotas AS 
a A pad re a 
Figura 144 Figura 145 


El correspondiente a la figura 14,5 se escribiría 
10% 
y se leería ciento ganchenta y tres. 
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EJERCICIOS 


a la 
nn. 

14.9 Escribir en el sistema decimal el número que en el sistema de base doce 
se escribe 


Un 


14.10 Escribir en base doce el número decimal 27. 


14.11 ¿Cuántas cifras significativas habrá en base trece? Introduzca, a su gusto, 
el nuevo signo necesario. Escriba en base trece el número decimal 35. 


El sistema de numeración de menor base es el binario o de base dos. En 
el sistema binario sólo existen las cifras 


0,1 


es decir, razonando como en el párrafo 13, en cada caja caben dos pelotas, 
en cada caja grande caben dos cajas... y, en general, cada dos unidades de un 
orden forman una unidad de orden inmediatamente superior. El sistema bi- 
nario es el utilizado en las calculadoras electrónicas ultrarrápidas, donde la 
cifra uno viene representada por paso de corriente eléctrica y la cifra cero por 
interrupción de corriente. 


EJERCICIOS 
14.12 Escribir en base dos el número que en sistema decimal se escribe 3. 
14.13. Escribir en base diez el número: 

Wile 


14.14 ¿Por qué no existen sistemas de numeración de base menor que dos? 
14.15 Escribir los trece primeros números naturales en base dos, 


Cuando en cada caja caben diez pelotas, estamos ante el sistema decimal 
de numeración, que es el habitual. Convendremos en escribir los números en 
el sistema decimal sin el paréntesis ni el diez en la parte inferior derecha, es 
decir, escribiremos 


684  envezde 68% 
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Hay pueblos primitivos que utilizan el sistema de numeración de- base 
veinte, Son pueblos que viven descalzos, lo que apoya la hipótesis de que el 
sistema habitual sea el de base diez provenga de que tengamos diez dedos 
en las manos. 


15. Paso de un sistema de numeración a otro 
Distinguiremos tres casos: 
Primer caso; PASO DE UN SISTEMA DE BASE CUALQUIERA AL DECIMAL: 


+ EjempLo 15.1: Consideremos de nuevo el sistema de base cuatro, tratado 
en el. párrafo 13. Como se indica en la figura 15.1, el número 104 es 4 en 
base diez, pues cada caja contiene 4 pelotas. Del mismo modo, cada caja gran- 


de contiene cuatro cajas, cada una de las cuales contiene cuatro pelotas, por 
lo que 100/, es 4:4 en base decimal. Del mismo modo, 1.0004 es 4, etc. Por 
tanto: 
B12,=2>10004+3-100.+ 1-10, +2=2-8'43-41+1:4+2= 
-2:64+3:16+4+2=128+48+442=182 


es decir, dos mil trescientos doce en base cuatro. es ciento ochenta y dos en 
base decimal. 


* EjemPLo 15.2: Pasemos 463; al sistema decimal 


pe 4 6 3 —— 3:67.4.77:241 
7 
es decir, 
463,241 
+ EsemeLo 15.3: 


mar ——> 3-1012- 6-12? -987 
12 
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EJERCICIOS 
15,1 Pasar a base decimal los siguientes números: 
Wi os 3U9—-Am 
19: Enel en. baaa” ditinat "yr aniio qué io clics ae es 
153 Py ie ps dl nimero 39129 bt balar lr ot 


del polinomio 3x+4x"+x+2 sustituyendo x por 5, lo que se hace cómoda- 
mente aplicando la regla de Ruffini. Hágalo y generalice el proceso. 


Segundo caso: PASO DE UN NÚMERO DEL SISTEMA DECIMAL A OTRO SISTEMA. 


* EJempLO 15.4: Volviendo al párrafo 13, pasemos a base cuatro el número 
decimal 871. Comenzaremos a llenar todas las cajas posibles. Como al divi- 


8714 871=3+4-217 
31 217 
3 


dir 871 entre 4 se obtiene de cociente 217 y resto 3, se podrán llenar 217 cajas 
y sobran tres pelotas. Como al dividir 217 entre 4 se obtiene cociente 54 y 


217 14 217=14+4-54 


54=244:13 


resto 1, con las 217 cajas se podrán llenar 54 cajas grandes y sobra una, Como 
al dividir 54 entre 4 se obtiene cociente 13 y resto 2, con las 54 cajas grandes 
podrán llenarse 13 cajones y sobran 2. Como al dividir 13 entre 4 se obtienen 
3:14 B=144.3 
és 


cociente 3 y resto 1, con los 13 cajones podrán llenarse 3 cajones grandes y 
sobra 1 cajón. 
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Sustituyendo, como se indica a continuación 


871=3+4-217 

t 

217=1 44-54 

54=2. 
+43 
se obtiene 
871=3+4(1+4[244:114-311) 
Pa 
Por tanto, 


871=31213,4 


+ EjEmPLO 15.5: Pasemos 638 a base cinco. Razonando como en el ejemplo 
anterior 


638 L5 
13 127 


38 7 25 
a a [+Tofofz[3] 
luego 
638 = 100; 
* EjempLO 15.6: Paso de 415 a base 12 


415112 

ss 30 = 21737] 

Ca [ra 

pues 10, en base diez, equivale a gancho en base doce. Por tanto. 
45=2 


EJERCICIOS 


15.4 Escribir el número 1208 en las bases ocho y trece. 
15.5 Escribir 57 en las bases seis, tres y dos. 


Tercer caso: PASO DE UN SISTEMA A OTRO, AMBOS DE BASE DISTINTA DE DIEZ. 
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Basta pasar a base diez y luego pasar de base diez a la otra. 
+ EjempLo 15.7: Escribir en base ocho el número 243. 
Solución: 
Ma => 73 — Ma 


EJERCICIOS 


15.6 Pasar a base siete el número 32014 

15.7 Pasar a base doce el número 102l¢ 

15.8 Encontrar la base m, de modo que sea cierta la igualdad 
213/,= 1304 


16, Teorema fundamental de los sistemas 
de numeración 


Los resultados obtenidos en los tres párrafos anteriores pueden generali- 


zarse como expresa el siguiente 


* TEOREMA 16,1: Fijado un número natural n, mayor que uno, llamado base, 
cualquier número natural, A, puede expresarse en la forma 


Acarbn+on+dad+.. + sentia ten? 


donde a, b, c, d, . 


;, t son números naturales menores que n. 
Demostración: Dividiendo A entre r, se tiene: 
Azotni a<n 


sin más que tener en cuenta la definición 103. Si el cociente obtenido, qy, es mayor 
o igual que n, lo dividimos por m, resultando: 


a=biny b<n 


Teniendo en cuenta el ejercicio 10.21, se tiene 


>>> a> 


luego llegaremos a un cociente q< n. Por tanto, 
aistn <n 
a=t+n-0; tagan 


Sustituyendo el valor obtenido para cada q, (í=1, 2, .... k) en la ecuación anterior, 
como se hizo en el ejemplo 154, se tiene la expresión del teorema 16.1. 


Notemos que los números a, b, c, .... £ son únicos fijados A y m, por ser 
únicos el cociente y el resto de cualquier división. 


17. Práctica y didáctica de las operaciones 
en cualquier base 


Volvamos al sistema de base cuatro, considerado en el párrafo 13, donde 
se tenían los números consecutivos: 


0,1,2,3, 10% lis Lu 130 204 Plin 220 2310 FO Jl +. 


Comenzaremos construyendo la tabla de sumar en base cuatro, indicada 
en la figura 17.1. Para construirla, basta observar que para pasar de un re- 
sultado (como, por ejemplo, el encuadrado en negro en la figura 17.1, corres- 
pondiente a uno más dos) al que debe estar inmediatamente a su derecha 


Figura 17.1 


(encuadrado en rojo en la citada figura, correspondiente a uno más tres) se 
ha mantenido fijo un sumando (el uno) y se ha sumado uno al otro (o sea, 
ha pasado de dos a tres el segundo sumando). Por tanto, por la propiedad 
asociativa, se ha sumado uno al resultado, como se indica a continuación: 


143=142+1=1+2)+1= 3) +1= [104] 
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También se puede construir como se indica en la figura 17,2, en la 17.3 
o en la 174, 


Figura 17.2 Figura 173 Figura 174 


En opinión de muchos didactas de la Matemática, el niño debe construir 
la tabla de sumar, memorizándola al manejarla, Tampoco se deben dar al niño 
las reglas prácticas para sumar, sino que es el niño quien debe descubrirlas 
guiado adecuadamente. 

En la figura 17.5 se indica un proceso que sugiere al niño el mecanismo 


CN AA SO NA 


Figura 175 


de la suma. Se trata de la suma de los números 
Bla y La 


El número indicado en rojo en la figura es el que llevamos, por ser 
3+2> 104 


268 


En la figura 17.6 se presenta un resumen de lo hecho en la figura 17.5, 
lo que constituye la disposición habitual de este cálculo. Una colección gra- 
duada de ejercicios de este tipo llevar a que el niño llegue a la meca- 
nización de la suma sin haberle sido impuestas sus reglas. 

Como la práctica de la suma (y de cualquier otra operación) se basa en 
sus propiedades y éstas son independientes del sistema de mumeración en 
que se opera, se comprende que las reglas habituales en base diez serán vá- 
lidas en cualquier base. 


* Ejemplo 17.1: Con ayuda de la tabla de sumar en base cuatro, efectue- 
mos la suma 


Blut Aut 32a 13 la 


2134 
+3 2% 
1102 
EJERCICIOS 
17.1 Efectuar la sustracción 
221 
3 24 


17.2 Comprobar que el resultado es correcto, aplicando la definición de sus- 
tracción. 


17.3 Comprobar que el resultado de la operación del ejercicio 17.1 es correcto, 
pasando minuendo y sustraendo a base decimal, efectuando la sustracción 
en base decimal y pasando el resultado a base cuatro. 


17.4 Construir un esquema similar al de la figura 17.5 para explicar la sustrac- 
ción del ejercicio 17.1. 


17.5 Construir la tabla de sumar en base dos y con su ayuda efectuar la suma 
10117+101G+HMg 


17.6 Construir la tabla de sumar en base cinco y con su ayuda efectuar la sus- 
tracción 
83025-314 
17.7 Construir la tabla de sumar en base doce y, con su ayuda, efectuar la 
suma 
10 8602447 Uos 


En cuanto a la multiplicación, lo mismo que en la suma, comenzaremos 
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construyendo la tabla. Volviendo al sistema de base cuatro y con ayuda de 
la tabla de sumar, representada en la figura 17.1, construyamos la tabla de 
multiplicar en esta base, sin más que aplicar el teorema 9.2. 


aka. 1 2 3 
CA o o o 
1. 0 1 2 3 
210 2 10 1% 
360. 3 La a 


Figura 177 


Con la ayuda de esta tabla de multiplicar pueden efectuarse multiplica- 
ciones de números de varias cifras. 
A continuación se efectúa el producto de 


332. 


aprovechando las propiedades del producto y su distributividad respecto de 
la suma; 
3-321,, 3+13-100-2+10-1)=3+13-100)+3+(2+10)+3-1= 


3-3)-100+(3-2)-10+3-1 


lo que se esquematiza en la figura 17.8. 


mo FORERO 


Figura 17:8 
y 
aah 
3 


Figura 


En la figura 17.9 se resume el proceso de la figura 17.8, en la forma en que 
se dispone habitualmente este cálculo. 


EJERCICIOS 
17.8 Demostrar que al mul 


nea 


179 


17.10 


AT 


1 


1713 


17.14 


1715 


17.16 


1717 
1718 


Con la ayuda del ejercicio anterior hágase un esquema, similar al de las 


figuras 17.5 y 17.9, que sugiera el mecanismo de la operación 


33321 


cuya disposición habitual es la indicada a continuación 


32 la 
3a 


222 
2223 
31113 


Efectuar en base cuatro el producto 
12 
Comstrule la tabla de mulplcar en base 5 y aplicarla a efectuar el pro- 
juc 
A 
Construir la tabla de multiplicar en base siete y con su ayuda efectúe el 
producto 
5169x3 
Construir la tabla de multiplicar en base doce y efectuar el producto 
6801 La 
La propiedad conmutativa del producto de naturales se manifiesta en la 


simetría de la tabla de la figura 17.7, respecto de una cierta recta. ¿Cuál? 

Construir la tabla de multiplicar en base dos y efectuar el producto: 
10110x 101e 

Efectuar la división entera de 22234 entre 3 con la ayuda de la tabla 

de multiplicar en base 4. 

Efectuar la división entera de 311134 entre 33u. 


Efectuar la división entera de 101x entre Io. Obsérvese que en base dos 
la división es muy cómoda, pues no es necesario hacer tanteos para obtener 
las cifras del cociente, ya que si el dividendo es mayor o igual que el 
divisor, el cociente parcial será uno y en caso contrario cero. 


Algunos didactas de la Matemática Elemental son partidarios de que en 
la Escuela Primaria se manejen sistemas de numeración de base cuatro o cin- 
co antes que el sistema decimal. Diez es quizás un número elevado para men- 
tes infantiles. El sistema de base cinco tiene la ventaja de poder utilizar los 
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dedos de una sola mano. El de base cuatro tiene la ventaja de su facilidad de 
materialización con cajas, como se ha indicado en varias figuras anteriores. 


Creemos de interés que el futuro maestro conozca el libro: G. Curusert Wranen, 
Mathematic for Elementary Teachers, Ed. Adison-Wesley. Newark, Delaware, 1966, dedi- 
cado casi íntegramente a la introducción de sistemas de mumeración en la Escuela 
Primaria. También puede verse el capítulo segundo del libro: J. CasutLemas REGÁS, 
Matemáticas, Primer Curso de Bachillerato, Ed. Anaya. 


NUMERO ENTERO. 10 
DIVISIBILIDAD 


1. Conjunto de los números enteros 


* Ejemplo 1.1: En el párrafo 8 del $ 9 se ha indicado que la sustracción 
de naturales no siempre es posible. Por ejemplo, a la pareja (5, 3) la sustrac» 
ción le asocia el número 2 


6,3) — 2 


pero, en cambio, a la pareja (3, 5) no le asocia ningún número natural, ya 
que 3<5. 


Observemos que al número natural dos se puede llegar también, por sus- 
tracción, a partir de otras parejas: 


4,2) —>2 
0,7) —>2 
(146, 144) —> 2 
Por ejemplo, las parejas (9, 7) y (5, 3) dan lugar, por sustracción, al mismo 
número natural dos, es decir, 
9-7=5-3 
Observemos que se verifica 
94+3=547 


EJERCICIOS 


1.1 Comprobar que las parejas (0,5) y (ed), de números naturales, dan lugar, 
por sustracción, al mismo número natural si 
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Para ello sustituya a, b, e y d por números naturales, de modo que las sus- 
tracciones indicadas sean posibles, esto es, de modo que 


bSaj dee 
1.2 Demostrar el enunciado del ejercicio anterior, es decir, demostrar que 
amb=e=d <> atd=e+b 


utilizando las propiedades de la sustracción estudiadas en el párrafo 8 del $ 9. 
Se supone que las sustracciones indicadas son posibles. 


El ejemplo y los ejercicios anteriores sugieren la consideración de una re- 
lación entre las parejas de la forma (a, b), donde a y b son números naturales, 
tales que b<a. 

Dos de estas parejas 


(a,b) y iad) 


estarán relacionadas si, por sustracción, dan lugar al mismo número natural, 
es decir, si 
ard=c+b 
Las parejas 
ta,b) donde b<a 


de las que estamos hablando, son elementos del conjunto producto N xN. 
Pero no todos los elementos de NxN son parejas de este tipo. Por ejemplo, 
la pareja (3, 5), indicada en el ejemplo 1,1, no lo es. 

El problema que ahora vamos a abordar consiste en ampliar el concepto de 
número, tratando de construir otros números, en los cuales la sustracción siem- 
pre sea posible y tales que a los naturales se le pueda considerar como un 
subconjunto de ellos. 

Para ello vamos a generalizar la relación considerada anteriormente entre 
las parejas (a, b), de NxN, tales que b<a, extendiéndola a todo el conjun- 
to NxN. 


+ Derinición 1.1: Diremos que dos parejas 
(ab) y (0d 

pertenecientes al conjunto producto NxN están relacionadas, lo que expre- 
saremos en la forma 

(a, b) ~ (c,d) 
si se verifica 

asd=c+b 
y 


Abreviadamente: 


(a,b) ~ (c,d) 


es decir, las parejas 
3 Y 
(a,b) (cd) 
están relacionadas si al sumar los números situados en los extremos de la 
doble flecha roja se obtiene el mismo número que al sumar los de la negra. 
* Empo 12: 
(2, 5) ~ (9, 12) 


ya que 
2+12=14=9+5 


EJERCICIOS 


1.3 Escribir otras cuatro parejas relacionadas con la (2,5). 


1.4 Escribir varias parejas relacionadas con la (4 13). ¿Cuántas parejas rela- 
clonadas con ella existirán? 


1.5 Escribir varias parejas relacionadas con la (6, 6). 

16 Sustituir la letra x por un número natural, de modo 
(8,2) —(z, 11) 

1.7 En la figura 1.1 se representa el diagrama cartesiano (véase párrafo 1 del $ 3) 


correspondiente al conjunto NXN, ¿Qué observa al comparar los puntos 
representativos de parejas equivalentes? 


4 


3 


2 
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+ PROPOSICIÓN 1.1: La relación ~, de la definición 1.1, es una relación de 
pasais 


Demostración: 
a) Es reflexiva: 
ta,b)— (a,b) <> a+b=a+b 
LA a 
b) Es simétrica: 


(a,b) —(c,d) <> a+d=c+b 
de 


crbmard <> (c,d) ~ (a,b) 
e) Es transitiva: 


(a, b)~ (c,d) <= [a+d=c+b 
ted) ~le, ) <= | c4fuerd 


“sumando miembro a miembro, o 2: por 
Bormana de la uma de naturales 
(a+d)+(c+M=(c+b)+(e+d) 


(a+ +(c+d)=(e+b)+(c+d) 


dela ARA r 


arf=erd <= (a,b) (0,1) 
a 


Por ser de equivalencia, la relación ~ produce una clasificación en el 
conjunto NxN. En la figura 1.2 se muestran las clases: 


4D, 6D. 
BO GD. (D53 (6,9 
ao 2D, GD (43) 6A, 


0.0 aD. 22, 63, 6.0 


0D, 1,3 BA BS - 
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Cada una de las clases se llama un número entero. El conjunto de los nù- 
meros enteros es, por tanto, el conjunto cociente de NxN respecto de la re- 
lación de equivalencia ~v. 

Como en toda clasificación, cualquiera de los elementos de una clase de- 
termina dicha clase. Así, la pareja (3, 1) define la clase formada por todas las 
parejas relacionadas con la (3, 1). Designaremos a esta clase por 


46,0 
haciendo uso de la notación indicada en el párrafo 4 del $ 4, Es decir, 
(6, D))=1,0), G, 1), (4,2), (5,3), (6,4), ...] 


teniéndose, por ejemplo, 
Q.0€((0.D1) 

Observemos que en cada clase existe una pareja uno de cuyos componen- 
tes, al menos, es cero. Así, en la clase (((3, 1))) tenemos la pareja (2, 0), cuyo 
segundo componente es cero; en la clase [((2, 3)}} tenemos el representan- 
te (0, 1) cuya primera componente es cero, etc. A tal pareja se le llama repre- 
sentante canónico de la clase. Así, por ejemplo, el representante canónico de 
la clase (((5, 12))) será (0,7). 


* Proposición 1.2: Todas las clases poseen un representante canónico. 
Demostración: Sea (a, b) un representante cualquiera de la clase. 
Primer caso: Si a>b, consideremos la pareja 


(a-b, b-b) 


que es de la misma clase que (a, b), como se comprueba aplicando la defini- 
ción 1.1. Si designamos por p al número natural a=b, se tiene 


(a-b, b-b)=(p,0) 
que es su representante canónico. 
Segundo caso: Si a<b, consideremos la pareja 


(a-a, b-a) 


que es de la misma clase que (a, b). Designando por q al número natural 
b-a, se tiene 


(a-a, b-a)=10,q) 


que es un representante canónico. 


EJERCICIOS 
18 Escribir los representantes canónicos de las clases que se indican a con- 
tinuación 
Kas) 116,221) (13,131 
19 En la figura Ll, cada clase corresponde a los nudos de la malla situados 


en una misma línea roja. ¿Dónde están los puntos correspondientes a los 
representantes canónicos? 


Consideremos la aplicación 
NL Nun 


que asocia a cada número natural n EN la pareja (n, 0)€ NxN. Considere- 
mos la aplicación 


NxN—E NxNi~ 


que asocia a cada pareja (a, b) la clase [(la, b))). La aplicación compuesta de 
f y g asociará al número natural n la clase [((1, 0))), como se indica 


NES 


en los esquemas de la figura 1.3, análogos al de la figura 8.1 del $ 3. 
Por ejemplo, la aplicación y al número natural tres la clase 
(16,01). 


EJERCICIOS 


1.10 Pruebe que la aplicación g-/ es inyectiva. 
LIL Muestre que la aplicación £=/ no es suprayectiva. 
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Se tiene así una inyección de N en NxN/~, que asocia a 
O —> ((0,0), (1,1), (2,2). .. 


1> (0,0, (2,1); 6,2, . 
2 —> ((2,0), (3, 1), (4,2), (5,3), 


Como el conjunto imagen de esa aplicación es el conjunto de las clases 
de la forma (((p, 0))), donde pE N, la aplicación gof es una biyección de 
N en el conjunto de las clases de la forma [((p, 0))), donde p EN. 

Por ello, la clase {{(p, 0))), donde p E N, se designa habitualmente en la 
forma abreviada por p. En particular, la clase (((5, 0))) se designa abrevia- 
damente por 5; la clase (((0, 0))) se designa abreviadamente por 0, ete. 

Por otra parte, la clase (((0, q))) se designa abreviadamente por -q. 
En particular, la clase (((0, 7))) se designa abreviadamente por —7. 


EJERCICIO 


1.12 Escribir en forma abreviada las clases 
AAS, AOS (16,99) 


Nótese que el signo 3 se utiliza para dos cosas distintas, hasta ahora, par 
designar al número natural tres y para designar a la clase {{(3, 0))). El sig- 
no O representa, pues, al número natural cero y al entero nulo. 

El conjunto de las clases, o sea, de los números enteros, se designa por Z, 
es decir, 


Z=N xN]. 


-2 -1,0,1,2,...) 


A los números enteros, cuyo representante canónico es de la forma (p, 0), 
donde pE N, siendo p0, se les llama enteros positivos. A aquellos cuyo 
representante canónico es de forma (0, q), donde q EN, siendo q0, se les 
llama enteros negativos. Se ha efectuado así una partición de Z en enteros po- 
sitivos, enteros negativos y el entero nulo. 

Designemos por Z, al conjunto de los enteros cuyo representante canó- 
nico es de la forma (m, 0), donde mE N, es decir, Z. resulta al agregar el 
cero al conjunto de los enteros positivos. 

En realidad N no es un subconjunto de Z, pero como se ha visto que 
existe una biyección de N en Z., se puede considerar que 


NCZ 
Suele decirse que asi N se ha «sumergido» en Z. 
29 


2. Grupo aditivo de los enteros 


Vamos a definir la suma de enteros de modo que cuando se efectúe, en 
particular, con naturales, coincida con la suma de naturales, definida en el 


párrafo 2 del $ 9. 
Para ello consideremos las parejas 
(a,b) y (0d) 
y supongamos que 
bga , dec 


de modo que, utilizando la notación abreviada indicada en el párrafo anterior, 
se tiene 
(((a, b)))=a-b; — (((c,d)))=c-d 


EJERCICIO 
2.1 Demostrar que dados los números naturales a, b, c y d, tales que búa y d<c, 
se verifica 
(+ =(0+0)—(0+d) 
aplicando las propiedades de la sustracción estudiadas en el párrafo 8 del $ 9. 


Como el segundo miembro de la igualdad del ejercicio anterior se puede 
escribir en la forma 
[í(a+c, b+d))) 


la referida igualdad del ejercicio 2.1 se puede escribir así 
(ta, D)))+(((c,d)))=1((a+c, b+d))) 


donde b<a y d<c. 
Generalicemos el resultado anterior para el caso de que los enteros con- 
siderados sean cualquiera, incluso negativos. 


* EJEMPLO 2.1: Para sumar los enteros 2 y —5 tomamos un representante 


de la clase 2 y otro de la clase —5, sumamos los primeros componentes y 
también los segundos componentes respectivos, como indica el esquema de 
la figura 2.1, obteniendo así 
EA AT 
-5 — 4,7) 


3 <— (8.11)=(6+2,.4+7) 
Figura 21 
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otra pareja, la (8, 11), que pertenece a la clase —3. Por ello diremos que la 
suma de los enteros 2 y —5 es —3, y escribimos 


2+(-5)=-3 


EJERCICIO 


2.2 Repita el ejemplo 2.1 tomando un representante de la clase 2, distinto del 
E oa Ca ici T ME dd 0-0 E al (Ro TORA: 


El ejercicio anterior se generaliza así: 
* PROPOSICIÓN 2.1; 


(a,b) ~ (a', b) 


ted Eo = are brd la +e, b+ d) 


EJERCICIO 


23 Demostrar la proposición 2.1, utilizando la definición 1.1, como se hizo 
en la demostración de la proposición 1.1. E 


* DEFINICIÓN 2.1: Dados dos múmeros enteros r y s, si (a, b) es un repre- 
sentante de r y (c, d) lo es de s, se llama suma de r y s al entero 


((la+c, b+d))) 
Esquemáticamente: 


r —— (a,b) 
s —— (6d) 
r+s <— (a4c,b+d) 


Obsérvese que r+s no depende de los representantes elegidos, como con- 
secuencia de la proposición 2.1. Por tanto, la suma así definida asocia a cada 
pareja de enteros, (r, s), otro entero, r+s. La suma es, pues, una Operación 
interna en el conjunto Z. 

Notemos que el mismo signo + que se utilizó para la adición de natura- 
les se utiliza ahora para designar otra operación, la adición de enteros. El 
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utilizar- un mismo signo para cosas distintas tiene el inconveniente de qu 
puede dar lugar a confusiones conceptuales y la ventaja de no tener que ut 
lizar más signos nuevos, 

Estudiemos ahora las propiedades de la adición de enteros: 


| = resar+s 


Demostración: Tomemos representantes: 


r= (ab) (es 


PR a 
r=r +> (a,b) (4,8) 
1. > (dele, d) 

rts=r+s e> (ato, DAD) (He, 4d 


El resto de la demostración sigue de la proposición 2.1. 


PROPIEDAD CONMUTATIVA 


[rés=s.. i Yrsez 


Demostración: Tomemos representantes: 


ram ed) 


Aplicando la definición 2.1: 
res=[lla+c.0+d));  s+r=l((c+a,d+b))) 


Como por la conmutatividad de la suma de naturales 


b+d=d+b 


se verifica 
r+s=s+r 


PROPIEDAD ASOCIATIVA 


leso+rt=rae+o]  vrsez 


EXISTENCIA DE ELEMENTO CERO 
30€Z; VreZ [osr r| 
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Demostración: 
0 — (n,n); r — (a,b) 
(n+a,n+b)~ (a, b) 
Į 
Uinta, n+b)}}={tla, b))} 
l 


O+r=r 
EXISTENCIA DE ELEMENTO OPUESTO 
VreZ; 3-NEZ [| r+n=0 


Demostración; Si r es entero positivo, su representante canónico será (r, 0), 
luego el representante canónico de —r será (0, r). Por tanto, 


r+(—r)=(((r,0)))+1100,1))) =(((1+0,0+7)))=(((r,7)))=0 


Si r es un entero negativo, se razona de modo similar, pues -r es en- 
tonces positivo. 


JERCICIOS 
24 Demostrar que la propiedad asociativa de la suma de enteros es consecuen- 
cia de la propiedad homónima para los naturales, 
25 Demostrar que el entero opuesto de (((0,0))) es (((0,0))). 
26 Formar los opuestos de los enteros siguientes: 
UBM 16, (16,5), -7 
27 ¿Cuál es el entero 
-6-9 


es decir, el opuesto del opuesto del entero r? Interprete gráficamene los 
enteros opuestos sobre la figura LI. 


De las propiedades anteriores sigue el siguiente 
* TEOREMA 22: (Z, +) es un grupo conmutativo. 
* DEFINICIÓN 2.2: Sustracción: 


* PROPOSICIÓN 23: 


es decir, para restar enteros se suma con el opuesto. 
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r-s=t > tsar 

= 
(eds) 
tales ]=r+(-s) 
t+0=r+ (9) 


t=r+(=5) 


Obsérvese que el símbolo — se utiliza para dos fines distintos, como signo 
convencional para designar la operación de sustracción y para designar el 
opuesto de un elemento. La proposición 23 justifica tal empleo doble del 
signo —. 

* PROPOSICIÓN 24: 


[rd | YnsEz 


es decir, el opuesto de una suma es la suma de los opuestos de los sumandos. 
Demostración: Designemos por x al opuesto de r+s. Luego 
(r+s)+x=0 
nel) +0 


AS 
: 


M-htrj+s)+r= 


(0+s5)+x=-" 
ser=—r 
(9) +6+3)=(-9)+(—1) 


[—s)+s]+x=(-s)+ (1) 


A) 


z=(-s)+(-r) 


z=(-r)+(=s) 


LEY CANCELATIVA de la suma de enteros 


past 


Demostración: Basta sumar —£ a los dos miembros de la primera igualdad, para 
obtener la segunda. 


EJERCICIOS 


M8, ¡Goal cited de esto 27 7 dos rarae ier ega 
que las cinco propiedades sustracción de naturales, estudiadas en el 
Párrafo 8 del 5'9, son también ciertas para la sustracción de enteros. = 


2.9 Despejar x en la ecuación 
risten nerez 


Razónese como en la demostración de las dos proposiciones anteriores, 


El proceso que se ha seguido para pasar del semigrupo (N, +) al grupo 
(Z, +) es general, es decir, se puede aplicar a cualquier semigrupo (*). Por 
tanto, dado un semigrupo se puede construir un grupo tal que al semigrupo de 
partida se le pueda considerar como subsemigrupo del grupo construido a partir 
de él. Se consigue así que cada elemento tenga un simétrico, por lo que al 
proceso se le llama de simetrización del semigrupo. En el grupo construido 
se puede ya efectuar siempre la operación inversa de la operación del semi- 
grupo. Así, en el caso del semigrupo (N, +), al simetrizar, pasando al grupo 
(Z, +), se consigue poder efectuar siempre la sustracción (operación inversa 
de la suma) como se vio en la proposición 23. 


* Proposición 2.5: La aplicación gef de la figura 1.3 es un homomorfis- 
mo del semigrupo (N, +) en el (Z, +). 

Demostración: Sigue directamente del ejercicio 2.1. 

De otro modo: Sean m, n€ N. Basta razonar como indica la figura 2.2. 


) Se supone que en el semigrupo se verifica la ley cancelativa, como ocurre en 
(N, +), es decir, se supone que el semigrupo es cancelativo. 
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EJERCICIO 


2:40 ¿Es correcto deck que 4 +/ es ti hnomertiomo del semlgrupo (N, +) en el 
(Za +) 


+ DEFINICIÓN 23: Dado un número entero r, si su representante canónico 
es (p, 0), se llama valor absoluto de r al múmero natural p. En cambio, si el 
representante canónico del múmero entero r es (0, q), se llama valor absoluto 
de r al número natural q. 

© EjempLOSs: El representante cónico del entero “107, 2)! es 45, 0), luego su 
valor absoluto es el número natural 5, El representante canónico del número 
entero —3 es 10, 3), luego su valor absoluto es 3. 

Notación: El valor absoluto del entero r se representa por |r|. 


* Eppos: [-12/=12; |9]=9. 


EJERCICIOS 
2.11 Calcular el valor absoluto de cada uno de los enteros siguientes: 
145 75 03,15); -23 (16,91) 


2,12 Se habrá observado que el valor absoluto es una aplicación 
2>N 
¿Es la aplicación valor absoluto un homomorfismo del semigrupo (Z, +) en 
el semigrapo (N, +)? 


2.13. Demostrar que 
jri=0 > r=03 Yrez 


REGLAS DE SIGNOS: 

1* La suma de dos enteros positivos (respectivamente negativos) es otro 
entero positivo (respectivamente negativo), cuyo valor absoluto es la suma 
de los valores absolutos de los sumandos. 

2> La suma de un entero positivo con un entero negativo, tales que el 
valor absoluto del entero positivo es mayor (respectivamente menor) que el 
valor absoluto del entero negativo, es otro entero positivo (respectivamente 
negativo) cuyo valor absoluto es igual al valor absoluto del entero positivo 
menos el valor absoluto del entero negativo (respectivamente al revés). 
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Demostración de la afirmación entre paréntesis de la segunda regla de signos: 
Sea r un entero positivo y s un entero negativo. Tomando representantes canónicos: 


(0,00) sso 
luego 


supongamos que sea 


lo que, por la definición 23, equivale a afirmar que 


p<a 
luego 
a-pEN: q-p#0 
sea 
m=9-p%0 
será 


rssmi li 0))1+(100,91))=(((0+0, 049)))=(((0, 1))= 
=((p—=p, a—»))=(((0, m))) 


ue es un entero negativo, siendo además 


[r+al=|(100.m))=m=0=p=s)=Ir] 


EJERCICIO 


2.14 Demostrar las restantes reglas anteriores. 


3. Semigrupo multiplicativo de los enteros 


Lo mismo que hicimos para la suma, vamos a definir el producto de en- 
teros, de modo que, cuando se efectúe, en particular, con naturales, coincida 
con el producto de naturales, definido en el párrafo 4 del $ 9. 


EJERCICIO 


3.1 Demostrar que, dados los números naturales, «, b, c y d, tales que b<a y 
de, se verifica 


(00) (0d) =(0c+bd)—(ad+e) 


Teniendo en cuenta lo dicho al principio del párrafo 2, el resultado del 
ejercicio 3.1 puede expresarse en la forma 


(((a,D)))-(((0,))) =[(lac+ bd, ad+b0))) 
donde 
bsa y dee 
Generalicemos el resultado anterior para el caso de que los enteros con- 
siderados sean cualesquiera, incluso negativos. 


* EjmpLO 3,1: Para multiplicar los enteros 2 y -5' tomemos un repre- 
sentante de cada clase, como se indica en el esquema de la figura 3.1. For- 
(6,4) 
an 


2 


—10 <— (40, 50)=(12+28, 42+8)=(6- 
Figura 3.1 


memos a partir de estas dos parejas otra pareja, aplicando el resultado obte- 
nido anteriormente: 
(a,D) 


tea | > (ect bd, ad+ be) 


para el caso de ser b<a y d<c. Se obtiene así, en nuestro ejemplo, la pareja 
(40, 50), que pertenece a la clase 10. Por ello diremos que el producto de 
enteros 2 y -5 es —10 y escribimos 


2 -5)=-10 


AA A a, 


EJERCICIO 


32 Repita el ejemplo 3.1 tomando un representante de la clase 2, distinto del 
(6,4) y otro de la clase —5, distinto del (2,7). ¿Se llega así al mismo 
resultado —107 


El ejercicio anterior se generaliza así: 
* PROPOSICIÓN 3.1: 
(a,b) (a, 5) 


6d ej +d, ad+be) Ade +0d, dd +bc) 


EJERCICIO 
33 Demostrar la proposición anterior. 


+ DEFINICIÓN 3.1: Dados dos números enteros, r y s, si (a, b) es un repre- 
sentante de r y (c, d) lo es de s, se llama producto de r y s al entero 


[(lac+bd, ad+bc))) 
Esquemáticamente: 


r ———— (a,b) 
s ——>(0 


Tes <— lac+bd, ad+ bc) 
Como r-s no depende de los representantes elegidos, según muestra la pro- 


posición 3.1, la multiplicación de enteros es una operación interna. 
Estudiemos las propiedades del producto de enteros: 


PROPIEDAD UNIFORME 


rr 


T} =ne 


PROPIEDAD CONMUTATIVA 
[n= | vrsez 
PROPIEDAD ASOCIATIVA 
| orar 1] Yrs tez 
EXISTENCIA DE ELEMENTO UNIDAD 


cualquiera que sea el entero r- 


Demostración: Sea (a,b) un representante de la clase r. El representante canónico 
de la clase 1 es (1, 0). Se tiene 


1r=[((1,0)))-(L(a. 5)))=1((1-a+0-b, 


EJERCICIOS 


3.4 Demostrar la uniformidad, conmutatividad y asociatividad del producto de: 
enteros. 


3.5 Escribir la propiedad de existencia de elemento unidad del producto de en- 
teros, haciendo uso de los cuantificadores. 


De las propiedades anteriores se deduce el siguiente 


* TEOREMA 3,2: (Z, -) es un semigrupo conmutativo y con elemento neutro. 
PRODUCTO POR CERO 


|o.r=o | vrez 


EJERCICIO 
3.6 Demostrar la proposición anterior aplicando la definición 3.1, 


* Proposición 3.3: La aplicación gof de la figura 1.3 es un homomorfismo 
del semigrupo (N, -) en el (Z, -). 


Demostración: Sigue directamente del ejercicio 3.1. 


La proposición 3.3 puede también enunciarse diciendo que los semigru- 
pos (N, +) y (Z,, +) son isomorfos. 


EJERCICIO 


3.7 Demostrar la proposición 3.3 de otro modo, utilizando un esquema similar 
al de la figura 2.2. 


* PROPOSICIÓN 3.4: La aplicación valor absoluto es un homomorfismo del 
semigrupo (Z, -) en el (N, +), es decir 


IRA 


REGLAS DE SIGNOS 

1* El producto de dos enteros positivos (o de dos negativos) es un en- 
tero positivo. 

22 El producto de un entero positivo por un negativo es un entero ne- 
gativo. 

Demostración de la segunda: 


Sea r un entero positivo y (p0) su representante canónico. 
Sea s un entero negativo y (0q) su representante canónico. 


ros=(li9-0)))- (100.4) 


(w-0+0-4. p-4+0:0))= (110. pa))) 


que es negativo, ya que el natural pg es distinto de cero, por serlo p y 4: 


EJERCICIO 
38 Demostrar la regla 


4. Anillo de los números enteros 


PROPIEDAD DISTRIBUTIVA del producto respecto de la suma de enteros 


rás+ti=rsirt | NS 1EZ 


EJERCICIOS 


4.1 Demostrar la propiedad anterior utilizando las definiciones 2.1 y 3.1. 
4.2 Demostrar que el producto es distributivo respecto de la diferencia de en- 
teros. 


e Teorema 4.1: (Z, +, =) es un anillo conmutativo y con elemento unidad. 


Demostración: Basta tener en cuenta las definiciones 81. 82 y 83 del $:5, las 
teoremas 22 "y 3.2 de este $ y la propiedad distributiva del producto respecto de la 
suma de enteros. 


el] 


+ Proposición 42: Si el producto de dos enteros, r y 5, es cero, uno de 
ellos, al menos, es nulo, es decir, 
[rs=0 |=|r=0 ovien s=0| 


Demostración: Sean r,s € Z 


Otra demostración es la indicada en el párrato 9 del $ 9, también válida para 
enteros. 


proposición 4.2 se puede también enunciar diciendo el 
distintos de cero es distinto de cero (contrarrecípro- 
ON 


© DeriNIciÓN 4.1: Los anillos conmutativos, en que el producto de dos ele- 
mentos distintos de cero es distinto de cero, se llaman anillos de integridad. 


+ DerivicióN 4.2: Los anillos de integridad que además tienen elemento 
unidad se llaman dominios de integridad. 
De donde sigue 


* PROPOSICIÓN 4.3: (Z, +, +) es un dominio de integridad. 


EJERCICIO 


44 ¿Es de trial callo SO 0, considerado en el ejemplo 8.2 
del $ 
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LEY CANCELATIVA DEL PRODUCTO de enteros 


EJERCICIOS 


4,5 Demostrar que la ley cancelativa del producto, que se acaba de enunciar, 
es consecuencia de la proposición 4.2. Razónese como en el párrafo 9 del $ 9 
se hizo para la ley cancelativa»del producto de naturales. 

4.6 Demostrar que la proposición 4,2 es consecuencia de la ley cancelativa del 
producto. 


La ley cancelativa o simplificativa se puede también enunciar diciendo que 
todos los enteros, excepto el cero, son regulares respecto del producto, como 
se indicó en el párrafo 9, para la ley cancelativa de la suma. 

Del ejercicio 2.10 y la proposición 3.3 se deduce que el semianillo (N, +, 
de los naturales es isomorfo al semianillo (Z., +, +) por lo que se ident 
fican en la práctica, es decir, no se hace distinción entre el natural n y el en- 
tero (((n, 0))). 


5. Ordenación de enteros 


El subconjunto Z. del conjunto Z, considerado al final del párrafo 1, es 
un semigrupo aditivo con elemento neutro, isomorfo al semigrupo (N, +), 
según se vio en el ejercicio 2.10. 


EJERCICIO 


5.1 Probar que el conjunto de los enteros negativos posee estructura de semi- 
grupo respecto de la suma. ¿Es grupo 
del producto el conjunto de los enteros negativos? 


4 
! 
i 
| 


+ DEFINICIÓN 5.1: Diremos que el entero r es menor o igual que el entero s, 
y escribiremos 
rss 
si la diferencia 
s-rez. 
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es decir, si la diferencia 
s-rEN 


ya que hemos identificado Z, con N. 


Abreviadamen! 
res | <> | s-rEN nsEZ 
se 
e EJEMPLOS: 
255, pues 5-2=3EN 
(-3<1, 
—0<-D, 


De-i, pwes (1) D=(-D+1=0EZ, 


EJERCICIOS 


5.2 Comparar, mediante la relación <, los enteros que se indican: 
a Ty % 
Day 
9 HOD) y -4 

5.3 Demostrar que si r es un entero negativo y «€ Z,, entonces 

rss 


5.4 Utilizando la proposición 2.3 y la asociatividad de la suma, probar que 
(otr NR EZ 


* PROPOSICIÓN 5.1: La relación <, entre números enteros, es una relación 
de orden. 
Demostración de la transitividad: 


s<r 1<s 
delinición 51 t t definición 5.1 
r-sEZ s-tEZ, 
A | 


| (Z. 4) es en somizapo 
(rs) EZ, 
seco sa || 
r-tEZ, <> t<r 
Ea 
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EJERCICIO 


5,5 Demostrar la rellexividad y simetría de la relación < entre números enteros. 


* PROPOSICIÓN 5.2: La relación <, ordena totalmente a los números enteros 


EJERCICIO 
5.6 Demostrar la proposición 5.2 


* PROPOSICIÓN 5.3: La relación <, entre números enteros, es compatible 
con la suma, es decir, 


rescren 


EJERCICIOS 


5.7. La demostración de la proposición 5.3 es muy parecida a la de la propo- 
sición 5.1. Mágala. 


5.8 Ponga un contraejemplo para probar que la relación <, entre números ente- 
ros, no es compatible con el producto. 


Como la relación de orden total < es compatible con la suma de enteros, 
diremos que el anillo (Z, +, +) está totalmente ordenado por esa relación. 


EJERCICIOS 
59 ¿Es compatible con la U la relación de inclusión en el conjunto (E)? 
Para expresar este resultado, ¿qué dirá del semigrupo [®(E), U]? 


5.10. ¿Es compatible con ^ la relación de inclusión en el conjunto ©(E)? Para 
Expresar este resultado, ¿qué dirá del anillo (98), A, NJ? 
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6. Sobre la introducción de los enteros 
en la Escuela Primaria; procedimientos 


Al pasar de los números naturales a los enteros, se ha pasado del semi- 
grupo (N, +) al grupo (Z, +), para poder efectuar en todo caso la operación 
inversa de la adición, es decir, la sustracción. En cuanto a la multiplicación, 
el anillo de los enteros tiene propiedades similares al semianillo de los na- 
turales, 

Algunos psicólogos, interesados en la enseñanza de la Matemática Elemen- 
tal, opinan hoy que el niño pequeño está capacitado psicológicamente para ma- 
nejar la estructura de semigrupo, pero las estructuras de grupo requieren 
una edad mental de unos doce años. Según este criterio, los números enteros 
no deben ser introducidos antes de esta edad. 

El camino natural para introducir los números enteros es el utilizado en 
el párrafo 1, como clases de parejas. Interesará buscar situaciones que resul- 
ten familiares al alumno para la introducción de tales parejas y de la relación 
de equivalencia entre ellas, que da lugar a la partición, cuyas clases son los 
números enteros. Una de estas situaciones se describe a continuación, Si un 
niño jugando a canica obtiene 


Canicas | Canicas 
sonadas | perdidas 
8 3 


este resultado le lleva a la consideración de la pareja 
(8,3 


Preguntas como la siguiente: ¿si el resultado hubiera sido (7, 2), te senti- 
rías más contento?, pueden llevar a establecer la relación de equivalencia de- 
seada. Para introducir la suma, podría considerarse, por ejemplo, la situación 
siguiente 


Entre otras muchas posibles situaciones, que llevan al niño a la conside- 
ración de parejas de naturales para introducir el concepto de entero, cite- 
mos las siguientes: 

a) dinero que me dan y dinero que gasto; 

b) partidos ganados y perdidos por mi equipo favorito; 

c) parejas de regletas. 


La consideración de la figura 1.1 permite visualizar intuitivamente el con- 
junto de los enteros, que aparecen materializados por dos rectas simétricas 
respecto de la bisectriz del ángulo recto formado por los ejes de coordenadas, 

La representación gráfica de los enteros, hecha en la figura 6.1, puede 
aclarar ideas 


j 
Figura 61 Figura 62 


Otro procedimiento, más tradicional, para introducir el concepto de los 
números negativos surge de la consideración de dos posibles cualidades en 
los números naturales. Muchas son las situaciones que pueden presentarse en 
tal sentido. Por ejemplo, la temperatura (figura 6.2). No basta decir «estamos 
a cuatro grados centígrados». Es necesario especificar una cualidad, si se trata 
de bajo o sobre cero. Se conviene en tomar como negativos a los grados bajo 
cero, escribiéndolos precedidos del signo —. Así: 


4 significará sobre cero, y 
-4 significará bajo cero. 
Entre otras muchas situaciones que pueden conducir a la consideración 
de dos posibles cualidades en los números citemos la posibilidad de que un 


móvil que parte de un punto fijo de la carretera vaya en uno u otro sentido 
(figura 63) o el socorrido ejemplo de la escalera, que sugiere la figura 64. 


Figura 63 Figura 64 


A partir de cualquiera de estas situaciones las reglas de signos para la 
suma son obtenidas con facilidad, así como las reglas de cambios de. signos: 


-(-a)=a 
(a+ b)=(-a)+(=b) 


En cuanto a la multiplicación de enteros puede definirse, en primer lugar, 
el producto de un natural por un entero negativo: 


JAS) =( 5) +5) =5)=(5+525)= (5-3) 


sugerido por el teorema 9.2 del $ 9. Se tiene así 


ad —b)=-(a:b)=(-a)-b 


de donde se deduce inmediatamente el producto de dos enteros negativos y, 
por tanto, las reglas de los signos para producto de enteros. 


7. La relación de divisibilidad en Z 


En el párrafo 10 del $ 9 hemos visto que la relación |, entre números na- 
turales, es una relación de orden parcial. Vamos a extender esta relación al 
conjunto Z de los enteros. 


+ Derinición 7.1: 


Fie 31EZ; tr=s |, donde r,sEZ 


* EJEMPLOS: 


5/10, pues 2- 
DIS pues (IM 
41(-12), pues (-3):4=-12 

(315), pues 54-3)= -15 
T|(=7) pues (-1)7=-7 
(D17, pues (Me -7)=7 


Proposición 7.1: La relación |, entre múmeros enteros, es reflexiva y tran- 
sitiva. 


EJERCICIOS 


7.1 Demostrar la proposición 7.1 (vase la demostración de la proposición 102 
) 
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7.2 ¿Es antisimétrica la relación |, entre números enteros? Observe los dos últi 
mos ejemplos anteriores. ¿Es la rel de orden, entre números enteros? 
¿Es simétrica? 

7.3 Demostrar que los únicos enteros que poseen inverso (simétrico respecto del 
producto) son 1 y —1. Téngase en cuenta que 


7.4 Demostrar que el conjunto 


-1) 


de los enteros que poseen inverso, es un grupo multiplicativo, 


+ EjeueLo: En los dos últimos ejemplos anteriores se observa que 
TED y t-77 


y 


es decir, cada uno de estos dos números, 7 y -7, divide al otro. Por ello 
decimos que 7 y -7 son asociados y escribimos 


s (7) 


Análogamente 
(-3) as 3; Last-I)h 45 as (-45) 


+ DEFINICIÓN 7.2: Dos enteros, r y s, se dicen asociados, si cada uno de ellos 
divide al otro. Para expresar que los enteros r y s son asociados se escribe: 


rass 
Abreviadamente: 
fris 
rss 
w lsir 
EJERCICIO 


7.5 Si e es un entero invertible (ejercicio 7.4), es decir, si 
«E E=[1,-1)CZ 


demostrar que 


* PROPOSICIÓN 7.2: 


[mass = | 3e € E=(1,-1 


er=s 
Demostración: 
Primer caso: r 20. 
r|s <> 3eEZ; eras 
rá 
värm Y reto 
PEA s|r <> 3gEZ; gs=r => gler)=r 
E 
Ger=Lor 
ley cancetaiva del producto [| 
ge=l 
iercicio 73 |} 
, o bien e= -1 | 
Segundo caso: r=0. 


Sigue de que 1:0=0. 


EJERCICIOS 


76 ¿Cafes son los enteros asociados con 0? ¿Cables son los enteros asociados 
a- 


7.7 Demostrar que 
«E ES, 1} => ei; Yrez 


Del ejercicio 7.5 y la proposición 7.2 sigue 
+ TEOREMA 73: 


[raso |= [seem 


* PROPOSICIÓN 7.4: La relación as, entre números enteros, es de equivalencia. 
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Demostración de la transitividad (la reflexividad y simetría son triviales): 


rfi 

y A lsir —]j 
Rd Transitividad de 

Hoaas nae s [rer | 10 


Pelati 


Esta relación de equivalencia produce una clasificación en el conjunto Z, 
que se esquematiza en la figura 7.1. 


Figura 7.1 


El conjunto de las clases será el conjunto cociente 
Zlas 
La aplicación 


N —Ès Zias 


que asocia a cada número natural n la clase que contiene al entero n, es evi- 
dentemente una biyección. 


EJERCICIOS 


7.8 En el conjunto Z, de los enteros, se considera la relación R siguiente 


aR <e lol Yrsez 
gi 


Demostrar que R es una relación de equivalencia. 
79 Compare el ejercicio anterior con el ejercicio 3.4 del $ 4. 
7.10 Compare la clasificación producida por la relación de equivalencia del ejer- 


cicio 7.8 con la clasificación producida por la relación as, 
en la figura 7.1. 
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7.11. El resultado del ejercicio anterior es consecuencia de que 
rass < [ri=1e] 


Demuestre que esta equivalencia sigue del teorema 7.3. 


7.12 Demuestre que la relación el de das 
Ar el llconagicads | producto de enteros (véase 


En el conjunto Z/as (figura 7.1) se puede definir el producto de clases, to- 
mando representantes de cada clase, multiplicándolos (pues son enteros) y 
pasando a la clase del producto obtenido, como se indica en el esquema 
de la figura 7,2. 

case (2-2) — 2 

lase (3, 3) — 3 


clase (6, =6) —— 
Figura7.2 


El ejercicio 7.12 permite asegurar que el resultado obtenido no depende 
de los representantes elegidos de cada clase. 

Obsérvese que el procedimiento seguido para definir el producto en Z/as ha sido 
ya utilizado en la suma de enteros y en otras ocasiones. El procedimiento se puede 
generalizar diciendo: si en un conjunto está definida una operación, compatible con una 
relación de equivalencia entre sus elementos, en el conjunto cociente, respecto de la 
relación de equivalencia, se tiene, de forma natural, una operación, inducida. por la 
operación del conjunto de partida. 


Dicho en otras palabras, el producto en Z/as ha sido definido de modo que 
la aplicación anteriormente citada sea un isomorfismo. 


i:N — Zlas 


Si se define ahora la relación |, entre las clases (elementos de Z/as), como. 
es habitu; 


xy > 30EZ/as; vt=y 
pa! 


donde x, y€ Zlas, es inmediato verificar que esta relación entre las clases 
de Zlas es de orden parcial. 

En la práctica, en vez de utilizar. las: clases, loque se hace es tomar un 
representante de cada clase, es decir, considerar, por ejemplo, el conjunto: 


(0,1, -2,3, 4,5, 6,7, -3, 9, 10,11, ...) 
Pero también N es un conjunto que verifica tal condición. 
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En resumen, el tratar de hacer que la relación | entre números enteros sea 
de orden, nos ha llevado a considerar de nuevo la divisibilidad en N. En otras 
palabras, a efectos de divisibilidad dos enteros opuestos se pueden considerar 
como el mismo número, ya que 


ris > tls > (9/09 = rit-9 


Todo lo dicho hasta ahora para la divisibilidad en Z se extiende inmedia- 
tamente a cualquier otro dominio de integridad, sin más que sustituir el con- 
junto (1, —1) por el conjunto de elementos invertibles en ese otro dominio 
de integridad. 

Así, por ejemplo, en el anillo de polinomios en una indeterminada, cuyos 
coeficientes son números racionales, es válido todo lo dicho en este párrafo, 
teniendo en cuenta que ahora los elementos invertibles son los polinomios 
de la forma: 


qr0r+ 0. 


donde q es un número racional no nulo. 


8. Factorización 


* EnemPLO 8.1: Consideremos el entero 5. Sus divisores son: 
1, -1,5, -5 


es decir, sus únicos divisores son sus asociados, —5 y 5, y los invertibles, 
1 y —1, que dividen a todos los enteros, según se vio en el ejercicio 7.7. Por 
ello diremos que el entero 5 es primo. 


* EjgmPLO 8.2: Los divisores del entero 6 son: 
1, -1,2, -2,3, -3,6, -6 


es decir, 6 posee otros divisores, además de sus asociados 6 y -6 y los in- 
vertibles 1 y —1. A estos divisores de 6, que no son asociados de 6, ni inver- 
tibles, les llamaremos divisores propios de 6. 


+ Dermución 8.1: A los divisores de un número entero, distintos de sus 
asociados e invertibles, se les llama divisores propios de ese número. Si un 
nimero entero no es invertible y no posee divisores propios se dice que es 
un número primo. A los números enteros distintos de cero que no son pri- 
mos ni invertibles se les llama números compuestos. 
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EJERCICIOS 


8.1. Buscar los divisores propios de cada uno de los enteros siguientes: 
-47 —10, 0, 18, 40 
y decidir si son primos. 


8.2. Estudiar si es correcta la siguiente definición: número entero primo es aquel 
que posee cuatro divisores únicamente. 


83. Si los enteros p y q son ambos primos, probar que 


[ria |=| p=o 0 bien p= 


* Proposición 8.1: Dado un número entero, distinto de 1, existe un número 
primo que lo divide 
Abreviadamente: 


re 


Demostración: 


Primer caso: sea r7%0. 
Designemos por 


div -prop (r) 


Ejemplo: r=6 


| dis+prop(6)=(2, 2,3, -3) 
al conjunto de los divisores propios de r. | 


z Para 


div-prop (1)= 
ad div-prop (11)=8 


| 
PELO 
e o a A | luego ya tenemos un primo que divide a 11, 


r es primo el mismo número 11. 
si Ejemplo: r=12 
Fes compuesto. dio-prop (13)= 
=(2,-2,3, 3,4, 4,6, 6) 
entonces 
hro (2D dio-prop-nat(12)=(2,3,4,6) 
pa 2535456 
div-prop-nat (r) 2=mínimo (2, 3,4, 6) 
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al conjunto de los divisores propios na- | 
turales de r. Como N es un conjunto 
totalmente ordenado por la relación <, 
el conjunto | 


div-prop-nat (r) 


estara también totalmente ordenado por la | 
relación <. Sea q el menor de los números 
del conjunto 


div-prop-nat (1) 


Para demostrar que q es primo, razone- 
mos por reducción al absurdo, como se 
indicó en el párrafo 7 del $ 6, 

Si q no fuera primo, admitiría diviso- 
res propios naturales, que serían menores 
que q. Si d fuera uno de tales divisores 


aj 


= dir 

ar} 

d sería un divisor propio natural de r, me- 
nor que q, contra la hipótesis de que q 
era el menor. 


Segundo caso: Si r=0, entonces 2|r y 2 es primo. 


EJERCICIOS 


8.4 Comprobar lo afirmado en la proposición anterior, con los números: 
117, 167, 207 
8.5 Intente dar un criterio para decidir si un número r es primo. Observe que, 
como consecuencia de la proposición 8.1, si un número natural n, compuesto, 


divide a r, entonces existe un número natural primo, menor que n, divi- 
sor de r 


8.6 Demostrar que el conjunto de los números primos es infinito. Para ello 
téngase en cuenta que dado un número natural primo p, el 


p+ 
posee un divisor primo mayor que p, como consecuencia de la proposición 8.1 
y de la definición de división entera de naturales, 
8.7 Buscar los números primos menores que 120. 


* EjemPLO 83: El número entero —2100 puede expresarse como producto 
de números enteros primos: 


2x2x(-3)x5x(-5)x(-7)=-2100 
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a lo que llamaremos una descomposición del número —2100 en producto de 
actores primos, o bien una factorización prima de —2100. 


* EjemeLo 84: El número entero —60 admite varias factorizaciones primas 
distintas: 
2x(-Dx3x5; 2x2x(-3)x5; 22 IM Sh; 
2x(-3x(-3)x(-5) 


* EjempLo 8.5: El número natural 12 sólo admite una única factorización 
en naturales primos, ya que las factorizaciones: 


2x2x3; 2x3x2; 3x2x2 


son Ja por la conmutatividad del producto. 


EJERCICIO 


88 Expresar el número entero —60 como producto de un entero invertible y 
primos naturales, 


* DEFINICIÓN 8. 


Se llama factorización prima de un número compuesto n 


EJERCICIOS 


89 Efectuar factorizaciones primas de los siguientes números naturales: 
18, 30, 7, 100, 48, 28, 52 


8,10 ¿Pueden efectuarse factorizaciones primas de 0 y 1? 


+ Proposición 8,2: Todos los múmeros naturales compuestos pueden expre- 
sarse como producto de factores primos naturales. 
Demostración: Sea n € N. 


Si n es compuesto, entonces, por la proposición 8.1, existe un primo natural pr 
tal que pp/n. Será, pues, 


siendo m |n, según se vio en el ejercicio 1021 del $ 9. Si m es primo, entonces ya 
tenemos una factorización prima de n. 
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Si m es compuesto, existirá un primo natural p» tal que palm, luego 
mapom 
siendo m< m. Si m es primo, ya tenemos una factorización prima: 
ppp 
Si m es compuesto, se continúa del mismo modo. El proceso es finito, pues, 
>>>. 
luego llegaremos a un cierto m primo, tal que 


ES 


Por tanto: 


es una factorización prima. 


* PROPOSICIÓN 8.3: La factorización de la proposición anterior es única. 
Demostración: 
Supongamos dos factorizaciones primas naturales del natural m: 
A A 
Será 
PPr PEN Pi 


luego. 

mor: PK 
pero si un primo natural, py divide a un producto de primos naturales pj'-py'-...+m' 
entonces es igual a uno de ellos, según se verá más adelante en el ejercicio 10,33. re 
por ejemplo 


Por tanto, 


Po 
Pipe- Pia ox 
|) 10, extra us protec 
A PEPP m 
Continuando el razonamiento del mismo modo, se llega a 
mapi: npm siendo j=h 


* EJemPLO 8.6: Busquemos la factorización prima natural de 600. Por co- 


6500 
300 
150 

75 


mu 


modidad dividimos por el menor primo natural 2, todas las veces. posibles, 
a continuación por 3, por 5, etc. La disposición habitual del cálcul 
dicada en la figura 8.1, como es sabido. Por tanto: 


600=2x2x2x3x5x5 


5 
2 
5 


y teniendo en cuenta que 
2x2x2=2; 


puede escribirse 
A 


Se ha expresado así al número natural 600 como producto de potencias 
de primos naturales. 


EJERCICIOS 
8.11 Expresar los números: 
18, 30, 7, 100, 28, 52, 48 


como producto de potencias de primos naturales. 
8.12. Expresar los números: 


100, 720 


como producto de un invertible por potencias de primos naturales. 
8.13 Expresar los múmeros: 
—30, 360, -52 


como producto de potencias de primos enteros. 


Generalicemos el ejemplo 8.6: 
+ PROPOSICIÓN 8.4: Todo número natural n, distinto de cero y uno, puede 
escribirse de modo único en la forma 


n=ptepte 


donde Ps, Pa, ..., Pi son primos naturales, distintos dos a dos, Y €y, € -n €x 
son múmeros naturales, distintos de cero. 


Demostración: Basta tener en cuenta las proposiciones 8.2 y 83 y agrupar los primos 
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naturales iguales, teniendo en cuenta la definición de potencia, dada en el ejerci- 
cio 26 del $ 5. 


+ DEFINICIÓN 83: Se llaman múmeros primarios a las potencias de la for- 
ma p?, donde p es un entero primo y h un natural distinto de cero. 


* EJEMPLOS: 
a) 9 es primario, pues 9=3* y 3 es un entero primo 
b) -8 es primario, pues -8=(-2) y —2 es un entero primo 
e) — 7 es primario, pues y 7 es un entero primo 


EJERCICIO 


8.14 Estudiar si son primarios los enteros siguientes: 
16, 10, 12, 25, 27, 11, -27, —25, 100, —16, 0, 1, 1000 
¿cuáles de ellos son naturales primarios? 


La figura 8.2 muestra la tabla de naturales primarios: 


(37 15 IFAI 7 0187 29 
BOO 2 OIM 
2p 9 p aP p P 9 a 
2z opos ro mo CO 
POSO?» 


Figura 82 


+ EjeurLo 87: El número 600, considerado en el ejemplo 8.6, es producto 
de los tres números primarios: 


27 


que son potencias de tres primos distintos, 2, 3 y 5. 
En general, la proposición 8.4 se puede expresar así: 
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© PROPOSICIÓN 8.5: Todo múmero natural n, distinto de cero y uno, puede 
expresarse de modo único, como producto de naturales primarios, que son 
potencias de primos naturales, distintos entre sí dos a dos: 


ap 


ps | 


A una descomposición de este tipo la llamaremos una factorización pri- 
maria natural del múmero n- 


EJERCICIO 
3,15 Efectuar la factorización primaria de los números naturales: 
15, 42, 64, 35, 400, 31, 222 


9. Factorización y divisibilidad 


+ EjemrLo 9.1: Consideremos los números 252 y 88200. Se verifica que 
252| 88200 


Comparando las descomposiciones siguientes de esos dos números 
BIBI 
8820052x Px 5x7? 
se observa que los exponentes a que aparecen elevados los primos naturales 
de la descomposición 252 son menores o iguales que los respectivos de 88200, 
lo que era previsible, pues 
252| 88200 


equivale a decir que existe un número, 350, tal que 
350 x 25288200 


siendo, por tanto, 
88200= 2 FAT (2x 5° 7) x (2 Fx 7)=350 x 252 


EJERCICIO 


9.1 Demostrar que 
OS 
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Generalicemos el ejemplo 9.1. 
+ PROPOSICIÓN 9.1: Dados dos mimeros naturales 


Por A PR 


-. Pa Son primos naturales, distintos entre sí dos a dos, y € êy -+s €w 


En €n -.. Ca Son números naturales, se verifica: 


l nim | < | Seii se ae 


EJERCICIOS 


9.2 Demostrar la proposición 9.1, como consecuencia del ejercicio 9.1. 


9.3 Como consecuencia de la proposición 9.1, demostrar que dado un natural 
primario de forma 


> 
y un número natural, cuya factorización natural primaria es 


Pepa. pat 


se verifica: 


1) p es igual a uno de los números Py px + Ph 
<= | 2) hp, si, por ejemplo, p=p: 


9.4 Encontrar los posibles valores del número natural x, de modo que 


910-397) 

9.5 Encontrar los posibles valores del número natural x, de modo que 
3 (2-5-10) 

* EJEMPLO 9.2: Como 
360=2.3*.5 


el conjunto de los divisores primarios naturales de 360 será 
12,3, 2,3, P, 5) 
an 


que es una parte del conjunto de los primarios naturales, bordeada en roj 


Figura 9.1 


en la figura 9.1. Designaremos por /(360) al conjunto de los divisores prima- 
rios naturales de 360, es decir, 


h(360)=(2, X, 2, 3, Y, 5) 


* EJEMPLO 9.3: Como 140=2»5-7, el conjunto de los divisores primarios 
naturales de 140 será 


h(140)=(2, 2, 5, 7) 


que es un subconjunto del conjunto de los primarios naturales, bordeado en 
rojo en la figura 9.2. 


IC E 


PIE r w 


EJERCICIO 


9.6 Formar el conjunto de los divisores primos naturales de cada uno de los 
"números naturales siguientes: 


12, 10, 25, 11, 108, 26 
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construyendo los diagramas de Venn de los conjuntos 
MID), R(10), KOS), (108), A(26) 


sobre el conjunto de los 


primarios naturales, representados en la figura 8.2, 
de modo análogo a como se ha hecho en las figuras 9.1 y 9.2, 


De este modo, a cada número natural, distinto de 0 y 1, se puede asociar 
una parte del conjunto de los primarios naturales, como consecuencia de la 


proposición 8.5. 


Designemos por TI al conjunto de los primarios naturales, considerados en 
la tabla de la figura 8.2, Sea @(TI) el conjunto de las partes de TI. (Véase pá- 


rrafo 8 del $ 2) En el ejemplo 9.2 se tenía 

hK360)=(2, X, 2, 3, P, 5) EGM) 

Análogamente, en el ejemplo 93 
h140)=(2, 2, 5, 7) CH 
luego 
140) E 2) 
* Derimición 9.1: Designaremos por h a la aplicación 
h 


N —— OM) 
que asocia a cada múmero natural el conjunto de sus divisores primarios na- 
turales. 
EJERCICIOS 


9.7 Demostrar que 
MM0)=M5 MD=0 
9.8 Comprobar que 
MOM MEN 
9.9 Comprobar que 
$ MEG; emm 


9.10 Demostrar que la aplicación h es inyectiva. 


3133 


sa 
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9.13 
9.14 


Encontrar el número natural x, tal que 

h)=(3, 3, 7) 
Comprobar que no existe ningún número natural x, tal que 

MJ=12, 5) 
¿Es suprayectiva la aplicación A que estamos considerando? 
Demostrar que el conjunto imagen de la aplicación A (definición 5.1 del $ 3) 
es el formado por las partes de Il, tales que si un primario pertenece a ella, 
entonces todos los primarios, que son potencias de menor exponente del 
mismo primo, también pertenecen a ella, es decir 

im (M=(SCH|ptES => pE S; <k; kx EN; p primo) 

Explique, sobre la figura 8.2, cuáles son las partes de I que pertenecen al 
conjunto M=im (h). Demuestre que la aplicación 

kiN >M 


es una biyección. Interprete la figura 9.3. 


Figura 93 


* EjempLo 9.3: Consideremos los números naturales 90 y 1260. Se verifica 


90 |1260 


De acuerdo con la proposición 9.1, los exponentes de los divisores. primos 
de 90 son menores o iguales que los respectivos de 1260. En efecto, sus fac- 
torizaciones primarias son: 


34 


90=2x 3x5 — h90)=(2, 3, Y, 5) 
1260=2x 3x 5x7 —> h(1260)=(2, X, 3, 3, 5, 7) 


... ro 


lo que se traduce en que 
90) C h(1260) 


como se esquematiza en la figura 9.4. 


EJERCICIOS 


9.16 Comprobar, con varios ejemplos, que si a y b son naturales mayores que 1, 
entonces 
alb => Mo) Mb) 
Háganse esquemas, similares al de la figura 9.3, para cada ejemplo. 


9.17 Comprobar, con varios ejemplos, que si a y b son números naturales mayo- 
res que 1, entonces 


Mo) CM) => a |b 


Háganse también esquemas. 


+ Proposición 9.2: Cualesquiera que sean los números naturales a y b, se 


[alb | < | mocro | 


EJERCICIO 


9.18 Demostrar la proposición anterior, Téngase en cuenta que, para a y b ma- 
yores que 1, es consecuencia de la proposición 9.1 y cuando alguno de estos 
números es cero o uno, entonces sigue del ejercicio 9.7. 


10. Máximo común divisor 
Representemos por 
div (a) 
al conjunto de los diversos naturales del número natural a. 


+ EjEmpLo 10.1: 
div(18)=(1, 2, 3, 6, 9, 18) 


EJERCICIOS 


10.1 Formar los conjuntos: 
div (12); div(48); 4/60; div (90) 


10.2 Formar el conjunto 
div (360) 


a partir de su factorización primaria, indicada en el ejemplo 9.2. ¿Cuántos 
divisores naturales posee 360? 
10.3 Generalizar el ejercicio anterior, demostrando que si 


App -ms 


es una factorización primaria natural del número natural a, entonces 
Card [div (0)]=(e,+1)-(e:+1)>...«(01+1) 


p 


* EJempLO 10.2: Como 


div (18)={1, 2, 3, 6, 9, 18} 
div(30)=(1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30) 


el conjunto intersección de ambos será 
div (18) div(30)=(1, 2, 3, 6) 
es decir, los números naturales 
123,6 


son los divisores naturales comunes a 18 y 30. 


EJERCICIOS 


10.4 Formar el conjunto 
div (48) A div (90) 


10.5 ¿Cuáles son los divisores naturales comunes a 12 y 56? 


Como el conjunto N, de los naturales, está totalmente ordenado por la 
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relación <, todo subconjunto S, del conjunto N, también quedará ordenado 
totalmente por esta relación. En particular, si el subconjunto S es finito, ten- 
drá un elemento máximo, respecto de la relación <, es decir, existirá un 
elemento m E S, tal que cualquier otro elemento, x€ S, es tal, que x<m. 


* EjempLo 103: El elemento máximo, respecto de la relación <, del sub- 
conjunto finito 
(1,2,3, 6) 
del conjunto N, es 6, para expresar lo cual escribimos 
máx(1, 2, 3, 6)=6 


EJERCICIOS 


10,6 Escribir el segundo miembro de las igualdades siguientes: 


máx (2,3, 7, 8, 9)= 
máx(5, 3, 9, 25, 16, 4)= 


+ EjemeLo 104: De los ejemplos 10.2 y 103 se deduce que 

máx (div (18) div (30)) =máx (1,2,3,6)=6 
es decir, el mayor divisor común de 18 y 30 es 6, por lo que decimos que el 
máximo común divisor de 18 y 30 es 6, lo que se expresa abreviadamente 
escribiendo 

m<.d.(18,30)=6 
o bien escribiendo 
181306 
Generalicemos este ejemplo: 


* DEFINICIÓN 10.1: (1* parte) Se llama máximo común divisor de los núme- 
ros naturales a y b al número natural 


máx (div (a) N div(b)) 
es decir, al mayor de los divisores comunes a los números a y b, supuesto 
que no son ambos nulos. 


Notación: El máximo común divisor de los números a y b se representa 
de una cualquiera de las dos formas siguientes: 


añb 
med. (a,b) 
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Por tanto, 


más (div (0 iv 0) | 


donde a, DEN y uno, al menos, de estos dos números es distinto de cero. 


EJERCICIOS 
10.7 Calcular 
12A56; 48/90; —1BA0; 360/1405 
10.8 Observe el esquema del ejemplo 6.2 del $ 4 y con su ayuda calcule 
12445 


Para ello bordee en rojo, sobre el citado esquema, el conjunto div (12) y 
en otro color el conjunto div (45). El elemento máximo del conjunto inter- 
sección será el m.c.d. pedido. 

10.9 Prolongue el esquema del ejemplo 6.2 del $ 4 y repita el proceso indicado 
en el ejercicio anterior, para calcular ahora 


135 A450 


Observe que en el conjunto intersección 
div (135) A div (450) 


que aparece rayado en ambos colores, hay un elemento, 45, que es múltiplo 
de todos los demás del conjunto intersección citado anteriormente. 


10.10 En el ejemplo 6.2 del $ 4 se esquematiza la divisibilidad en N*, pero ahora 
estamos estudiando la divisibilidad en N. ¿Dónde debe situarse el cero en 
el referido esquema? Compruebe que 

Vaen; div (e) Cdiv(0)=N 
10.11 Demuestre que 
VaEN  «ñ0=a 

10.12 Intente aplicar la definición 10.1 (primera parte) a calcular 

oao 


Notemos que el m.c.d., tal como ha sido definido hasta ahora, no es una 
aplicación de 
NxN —>N 
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E ue la definición 10.1 (1* parte) no tiene sentido cuando a=0=b. En la 
“preposición 10.1 del $ 9 se vio que 


ajb => a<b 
sæpeesto que a y b son naturales no nulos. Sin embargo, el cero, que es ele- 
mesto minimo respecto de la ordenación total <, ya que 
YzEN; 0< 


ss elemento máximo respecto de la ordenación |, ya que 
VrEN; 110 
Compárese, al efecto, la ordenación del ejemplo 6.1 del $ 4, donde el cero 
“aparece a la izquierda, con la ordenación del ejemplo 62 del $ 4, donde, como 


se ha visto en el ejercicio 10.10, el cero aparece a la derecha. Todo ello 
jpstifica la siguiente: 


+ Derinición 10.1 (2* parte). Por definici 


Fono=o 


EJERCICIOS 
10.15. ¿Es ahora el m.c.d. una operación interna en N? 
190.14 Demostrar que 

«Nb=b ha 


Yaben 
10.15 Demostrar 
MADAME AMADO YabeEN 


10.16 Calcular 
950 A 675 A 325 


De los ejercicios anteriores se deduce la siguiente: 
= Proposición 10.1: (N, A) es un semigrupo conmutativo y con elemento 


neutro. 
EJERCICIO 
10.17 Precisar de qué ejercicios sigue la proposición anterior. 
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10.18 Demostrar que 


«Ab=e 


alb |= 


«546 |e [aivo cavo |= 


y ponga ejemplos, 


10.19 Defina el m.c.d. de dos enteros, de modo que aunque uno de ellos, o 
ambos, sean negativos, su m.c.d. sea natural. Ponga ejemplos. 


10,20 Comprobar con ejemplos el enunciado de la siguiente proposición 10.2, 


+ Proposición 10.2: Si al efectuar la división entera del número natural a 
entre el múmero natural b, distinto de cero, se obtiene el resto r, entonces se 
verifica: 


añb=bAr 
Abreviadamente: 
(2 |=[ano=onr | 
E de] 1 [i 
Demostración: 
eS pa Pe 
si - Fi 
swoj] 


zi 


| a lea=r 


es decir, 


xEdivín 


=amanao | 


x€ div (a) Ndir ©) |=| xE awoni o | 


Por tanto, 
ES | nd | 


Análogamente, se prueba que 


[arana | > | arona 
perane] | 


lo que, junto a la inclusión anterior, permite afirmar que 
div (aN) div (b)=div (b) N div (r) 


h 
~a máx (div (0) A div (0)) má div (2) div (09) 


es decir, 
ahb=bAr 


—————_— 


EJERCICIO 
10.21 Completar la demostración anterior, probando que 


| div (a) N divo) | >| div © N div 6) 


Para ello demuestre que 


[=e armar] > [edi 


utilizando la igualdad 
a=r+ab 
se utilizó, en la demostración anterior, la igualdad: 


ru 


del mismo modo 


El teorema anterior sugiere un método para calcular el m.c.d. de dos nú- 
meros naturales a y b, tales que a> b> L. 


ajb => aAb=bAn siendo 1, <b 
na 
b n = bAn=n Ar siendo >r: 
na 
nia = rnAn=nAr siendo 1, >"3 
no 
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Siguiendo así, como 
n>n>n>-.. 


necesariamente ha de llegarse a 


n=0 
es decir, 
Traa la 
VE => marisma MO: 
ps Pia Nr ms 
Por tanto, 
aAb=bArj=r Ary=riMry.. =P Arima Aramis AO mps 


El m.c.d. buscado es, por tanto, el resto anterior al resto 0, en las suce- 
sivas divisiones indicadas. 
La disposición habitual de este cálculo es la siguiente: 


Este procedimiento de cálculo del m.c.d. es conocido como algoritmo de 
Euclides. 


* EjgmLO 10,5: Cálculo de 1800A 2646: 


TE 


9 18 
AN 


1800 A 2646=18 


luego 


EJERCICIOS 


10,22 Calcular, aplicando el algoritmo de Euclides 
56A 370A 145; 86400 A 5725 
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añb=d |=> | (no) A (nb)j=nd | a,b, €N 


es decir, si multiplicamos a los números a y b por el número natural n, 
entonces su m.c.d. también queda multiplicado por n, Para ello basta 
aplicar el resultado del ejercicio 10.20 del $ 9 y la proposición 10.2 al algo- 
ritmo de Euclides, si ninguno de ellos es nulo. Si alguno es cero, es trivial 


la demostración. 

B824 Demostrar, por el mismo procedimiento del ejercicio anterior, que 
nio 
ke o Ab 


es decir, que los divisores comunes de dos múmeros son los divisores de 
sa m.c. d. 
S25 Comprobar, de acuerdo con el ejercicio 10.9, que los elementos del con- 
jumo 
Dædiv (135) A div (450) 


son todos divisores de 135 A 450, es decir, que el conjunto D posee un 
elemento máximo, respecto de la relación |. Obsérvelo sobre la figura 
indicada en el ejercicio 10.9. Generalice este resultado. 


B826 Demostrar que dados los números naturales a, b y n, siendo n #0 y tales 
que nja y m|b, se verifica: 


sud E 


es decir, que al dividir dos naturales por n (supuestos ambos divisibles), 
su m.c.d. queda dividido por n. 


= Deriición 102: Dos números enteros se dicen primos entre sí, si su md, 
sex 1 (véase ejercicio 10.19). 
Abreviadamente: 


a y b son primos entre sf | [ano 1] 


EJERCICIO 
837 Demostrar que |aA1=1 |y expresar este resultado con la nomenclatura 
de la definición 10.1 
m 


10.28 Demostrar que 
«Ab=d= 


como caso particular del ejercicio 10.24. Exprese este resultado de acuerdo 
con la definición 10.1. 


* PROPOSICIÓN 10.3: Si un número natural divide a un producto de dos na- 
turales y es primo con uno de ellos, entonces divide al otro. 
Abreviadamente: 


1100) aja 
aAb=1 j 
Demostración: 
Hip: aAb=1 
|| cio 102 
já ja 
mpi aja | a EIAM 
* Ejemrro 10.6: 
410215) 
kaser (= 412 
EJERCICIOS 


10.29 Ponga un contraejemplo, para probar que 
alind) => a|n 
si no se verifica que 
«Ab=1 
10.30 Si dos números naturales son primos, entonces coinciden o son primos entre 
sí. Ponga un ejemplo y después demuéstrelo en general. 
10.31 Si p es un natural primo y no divide al natural n, entonces 
pAn=1 


10.32 Si el primo p divide a un producto de dos naturales y no divide a uno 
de ellos, entonces divide al otro. 


10.33 Si el primo pı divide al producto de primos 


* EJEMPLO 10.7: Dado el conjunto de números naturales 
15, 3, 10} 
tepresentaremos por 
mín(5, 3, 10} 
al menor de ellos, respecto a la relación <, es decir, 
mín (5, 3, 10)=3 


EJERCICIO 


10,34 Calcular 
mín (3,2, 4) 


* EJempLO 10.8: Para calcular 
900 A 3675 
podemos efectuar la factorización primaria de cada uno de ellos: 


900=2.3.5 
3753-97 


luego estos números se pueden escribir en la forma 


900=2.3*.52.70 
36752.3572 


De acuerdo con la proposición 9.1, si el número 


235.7 
es tal que 
n |900 
habrá de ser 
aL}; as}; as}; axo 
Si además 
n|3675 
habrá de ser 


e<0; asl; e<2 ex2 
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Por tanto, si n divide a ambos, habrá de ser 
e;<min (2,0)=0 
e:<mín (2,1)=1 
e, <mín (2,2)=2 
£,< min (0,2)=0 

Por tanto, el mayor divisor común a ambos será 

900A 3675=2-31.5-7P=75 

Generalicemos este ejemplo: 


* Proposición 104: Dados dos números naturales, a y b, distintos de cero, 
tales que 


donde Py Pa... Pa son primos, distintos entre sí dos a dos, Y €y €s <=» €. 
€n Es ... €, son números naturales, se verifica: 
aA bapes pps). 


Demostración: Sigue de la proposición 9.1. 


xáK_nuAó—_—_—_— 
EJERCICIOS 


10.35 Calcular, aplicando el resultado de la proposición 10.4, el m.c.d. de los 
números indicados en el ejercicio 10.7, y comparar con los resultados allí 
obtenidos. 

10.36 Calcular, aplicando la definición 10.4. el m.c.d. de los números indicados 
en el ejercicio 10.22, ¿Qué procedimiento le parece más ventajoso cuando 
los números son grandes? 


+ EjempLO 10,9: Las imágenes de los números 900 y 3675, del ejemplo 10.8, 
en la aplicación h, de la definición 9.1, serán 

h(900)=(2, X, 3, Y, 5, 5) 

h(3675)=(3, 5, 5, 7, 7) 


que se representan en la figura 10.1. 
Notemos que 


900) N (3675)=13, 5, 5*)=h(75)=H(900 A 3675) 
Generalicemos este ejemplo: 
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“ 
w 


e o a A 
Figura 101 
$ PROPOSICIÓN 10.5: La aplicación 
kiN —> CM) 


es un homomorfismo del semigrupo (N, A) en el semigrupo [C(I], N), es decir, 
Va bE N; ||haAb)=hla)N hib) | | 


Demostración: 
Primer caso: Si a y b son distintos de cero, sigue de la proposición 104, 
Segundo caso: Si alguno de los dos es cero, sigue del ejercicio 9.7, del 
10.1 y de la definición 10.1. 
La proposición 10.5 sugiere un procedimiento para calcular el mcd. de 
dos números, utilizando la tabla de primarios, Lo esquematizaremos así: 
a —— ha) 
b——> hb) 
aAb < ha) A HO) 


EJERCICIOS 


10.37 Calcular, por el procedimiento que acaba de indicarse 
4001625  252A360 48AT2 


10.38 Demuestre que 


TI. Mínimo común múltiplo 


Como ya se indicó en el ejemplo 1.2 del $ 4 y en el párrafo 10 del $ 9, 
decir que «el número natural a es múltiplo del b» equivale a decir que «b es 
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divisor de a». Abreviadamente: 
[oie] [prem mre] e [es] 


Sea N* el conjunto de los naturales, excepto el cero. Sea DE N". Repre- 
sentemos por bN* al conjunto de los números naturales, múltiplos de b y dis- 
tintos de cero, es decir, 


BN*=(x]x E N* 
Por tanto 
bN*={1-b, 2-b, 3-b, 4b, 5-b, ...) 
* Ejempio 11.1: 
3N*=(3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ...) 
EJERCICIOS 


11.1 Formar los conjuntos: 
a SN am 
¿Son finitos estos conjuntos? 
11.2. Probar que (3N*,+) es un semigrapo conmutativo. 
113 ¿Es GN", +) un subsemigrupo de (N*, +)? Véase el párrafo 5 del $ 5. 


na Desentar que cn penmi, a iteascción de dos subommgropos, de un 
mismo semigrupo, es otro sul 


* EJEMPLO 11.2: 


AN*=(4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 
6N*=(6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 


luego 
AN*M6N*=(12, 24, 36, 48, 60, ...) 


será el conjunto de los múltiplos naturales, distintos de cero, comunes a 4 y 6. 
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K—_—_____—_—_—_—_—_— zz — 22 


EJERCICIOS 


11.5 Formar el conjunto 
PS 


11.6 ¿Cuál es el conjunto de los múltiplos naturales, distintos de cero, comunes 
a 12 y 18? 


m 


* EJEMPLO 11,3: Según se dijo en el ejemplo 10.7, será 
mín (4N* M6N*)=mín (12, 24, 36, 48, ...)=12 
es decir, el menor múltiplo, distinto de cero, común a 4 y 6, es 12, por lo que 


diremos que el mínimo común multiplo de 4 y 6 es 12, lo que se expresa 
abreviadamente así 


| mem.(4,9=12 | 


lavó=r | 


Generalicemos este ejemplo: 


* DEFINICIÓN 11,1: (1 parte) Se llama mínimo común múltiplo de los mú- 
meros naturales a y b, no nulos, al número 


mín (aN* MBN*) 


es decir, al menor de los múltiplos comunes, no nulos, de a y b. 
Abreviadament 


va bEN*; | mcm. (a, b)=min (aN* NbN" }=a V b 


EJERCICIOS 
117 Calcular 


nvis svie; 2V3 


Sección? 


11.9 Amplie aquel esquema, mencionado en el ejercicio anterior, para calcular 
eva 


11.10 Demostrar que si a,b € N*, se verifica 
ad ÓN CAN aV 
Ponga un ejemplo. 


En el ejercicio anterior se ha visto que 
a=b => aV b=a 


cuando a, dE N*. Deseamos extender este resultado al caso de que a y b 
sean cualesquiera números naturales, incluso cero. Ya se ha visto que 


0=b 


cualquiera que sea el número natural b, por tanto, para que la implicación 
anterior siga siendo cierta, hemos de hacer la siguiente 


+ Dermición 11.1: (2* parte) 


0Vb=i 


cualquiera que sea el número natural b. 


EJERCICIOS 


11.11 Probar que 
ovo=0 
11.12 ¿Es el m.c.m. una operación interna en N? 
1113 Demostrar que 
YabEN aVb=bVa 
11.14 Demostrar que 


vabeEN (Vb) Vema VOVA 
1115 Calcular 
evsvio 
11.16 Demostrar que 


avi vaen 
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De los ejercicios anteriores se deduce: 
+ PaoposicióN 11.1: (N, V) es un semigrupo conmutativo y con elemento 
setro. 
= EjewpLO 11.4: Consideremos los números 900 y-3675, del ejemplo 10.8. 
Razonando como allí, se tiene 
900=2.-9.5".70 
3652-31-57 


Si el número 
M2 30570 


es múltiplo de 900 y de 3675, habrá de ser 


e,>máx (2,0)=2 
e>máx (2,1 
ey máx(2, 2 
es> máx (0,2)=2 


luego el mínimo múltiplo común de 900 y 3675 será 
P.P. S744100 


Generalicemos este ejemplo: 
e Proposición 11.2; En las condiciones de la proposición 104, se verifica: 


aV bep prl pre) 


EJERCICIOS 
11.17 Demostrar la proposición 11.4, con ayuda de la proposición 9.1 
11.18 Demostrar, con ayuda de la proposición 9.1, que si| 


Del ejercicio anterior se deduce que los múltiplos comunes a dos números 
son los múltiplos de su mem. 
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EJERCICIOS 
11.19 Demostrar que 


aVb=m => (na) V (nb)=: Ya ben 


1120 Demostrar que 
MAD (VD; Ya bEN 


11.21. Demostrar que dados los números naturales a, b y n, siendo n0, y tales 
que nja y nib, entonces 


b 


aVb=m => 


* EpemPLO 11.5: De los ejemplos 10.9 y 11.4 se deduce: 


W900) U R(3675)=12, X, 3, F, 5, 5, 7, 7)= 
=h(44100) =h(900 V 3675) 


Generalicemos este ejemplo: 
+ Proposición 11.3: La aplicación 
h: N= 9) 


es un homomorfismo del semigrupo (N, V) en el semigrupo [O(II), U), es decir, 


EJERCICIOS 


11.22 Demostrar la proposición anterior. 


11.23 Explicar el procedimiento para calcular el m.c.m., que sugiere la pro- 
posición anterior y aplicarlo a calcular 


400V 625 252V360  48V72 


1124, Demostrar que 
YaEN aVeza 


332 


12: Relaciones entre el m.c.d. y el m.cm. 


EJERCICIOS 
12.1 Comprobar que 
36 60)-(36 V 60)=36-60 
¿Será cierto, en general, este resultado? 
122. Comprobar que 
máx (4, 6) x mín (4, 6)=4x6 
123 Demostrar que Y e,o EM: 


mín (0, )+máx (e, 0 )=e+e 
mín (e, e") x máx (0, J=exe” 


+ Proposición 12.1: El producto de dos números naturales es igual al pro- 
ducto de su md. por su m.cm,, es decir, 


Va bEN; | (a A b)-(a V b)=a+b 


EJERCICIOS 


12.4 Demostrar la proposición anterior, a partir de los ejercicios 9.1 y 123 y 
las proposiciones 10.4 y 11.2. 


12.5 Demostrar que si dos números son primos, entonces su m.c.m. es igual a 
su producto, 


La proposición anterior sugiere un procedimiento para calcular el m.cm. 
de números grandes. Se halla el m.c.d. por el algoritmo de Euclides y se apli- 
ca la expresión 

axb | 
anb | 


con lo que se evita la factorización. 


avb= 


3 


EJERCICIOS 


12.6 Calcular 
127650 V 48275 
12.7 Demostrar que si a,b, e € N* 
abe 


a 
ab Abe Aca 


con ayuda de la proposición 12.1. 
12.8 Demostrar que Y a,b € N 


129 Demostrar que Y a,b,c € N 


aN (bV e)=la A b) V (a Ae 
aV bA dml Vb) A aV) 


¿cómo se llaman estas propiedades? 


Como las operaciones internas A y V, definidas en el conjunto N, tienen 
las siguientes propiedades: 
Conmutativas: 
aVb=bVa añb=bMa 
Asociativas: 
(aVBVe=aV(BVe)  (aAB)Ac=aMbAc) 
Idempotentes: 
aVa=a  aña=a 
Simplificativas: 
aVíaAbi=a  aMaVb)=a 


diremos que el conjunto N posee estructura de retículo respecto de las ope- 
raciones m.c.m. y m.cd., o abreviadamente, diremos que (N, V, A) es un 
retículo. 


* DEFINICIÓN 12.1: Si en un conjunto C se han definido dos operaciones, 
que designamos por | y T, conmutativas, asociativas, idempotentes y tales 
que 

xT(r L y=x"; x1(GTy=x; vxyec 


se dice que (C, T, 1) es un reticulo. 
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Los retículos también se llaman redes. 


+ EjempLO 12.1: De los párrafos 4, 5 y 7 del $ 2 se deduce que el conjunto 
de partes de un conjunto E posee estructura de retículo, respecto de las ope- 
saciones unión e intersección, es decir, que 

(918), U, M] 


es un retículo. Además, en el párrafo 7 del $ 2 se vio que la unión es distri- 
butiva respecto de la intersección, y recíprocamente. Por ello diremos que 
este retículo es distributivo. En particular, (91), U, N), donde II es el con- 
junto de los naturales primarios, será un retículo distributivo. 

+ Oros EJEMPLOS: Los sucesos aleatorios del $ 8 y las proposiciones lógi- 
cas respecto de la conjunción y disyunción lógicas, indicadas en el párrafo 9 
del $ 6, son también ejemplos de retículos. 


KA 


EJERCICIOS 


12.10 ¿Es distributivo el retículo (N, V, A)? Téngase en cuenta el ejercicio 12.8. 
12,11. ¿Por qué (N, +, +) no es un retículo? 


12.12 Si designamos por M al conjunto im (h), considerado en los ejercicios 9.14 
y 9.15, probar que 


(m0, 0) 
es un retículo. 


12.13 ¿Por qué se dice que (M, U, N) es un subretículo del retículo [9UD, Y, 0J? 
ecos la idea de subamillo vista en los ejercicios 8.9, 8.10 y 
S 4 


12.14 De las proposiciones 10.5 y 


6 se deduce que la aplicación 
à 
s — em 
es un homomorfismo del retículo (Y, V, A) en el retículo [9D, U, Ml. 


Defina, en general, homomorfismo de retículos. Compare, para ello, con la 
definición 8.5 del $ 5. 


A A ——_—— 


De los ejercicios 9.15 y 12.13 se deduce: 
+ Proposición 12.2: La aplicación 


EA 
es un isomorfismo del retículo (N, V, A) en el retículo (M, U, M. 
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EJERCICIO 


12.15 Como consecuencia del isomorfismo h, cada ¿del retículo (M, U, N) 
induce otra similar en el retículo (V, V, A), como se indica en el siguiente 
cuadro resumen, que el alumno debe completar, escribiendo la expresión 
adecuada, dentro de cada recuadro: 


h 

asa 

abeEN b> B 

aAb—> ANB  4,B,CEM 
ayb — AUB 

aAb=bAa — AN 


(Vb) Ve=av Vo — | 


ahasa — s 
| = AVUNB)=4 
| > AVEENO=MUBN UVC 
0n 
1>8 
aV0=a — 1 


| > a4ng=8 
avize > | 

[ | > anmes 
em [o 


Teniendo en cuenta la proposición 9.2, puede continuarse así: 


h 
alb —> ACB 


“lavo | 
NT > ansca 
«Abjavo > | ] 
> | >4CB<4NB=4 


[evo] | 


Hemos visto que el conjunto 0(£) es un retículo respecto de U e N. Por 
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otra parte, O(E) está ordenado por la relación C, verificándose 
AUB=B <> ACB = ANMB=A 


donde A, BEG(E). 
Análogamente, el conjunto N es un retículo respecto de las operaciones 
V y A. Por otra parte, N está ordenado por la relación |, verificándose 


aVb=b <> ajb <= añb=a 
donde a, DEN. 


EJERCICIO 


12.16 El retículo (C, T, L), de la definición 12.1, permite definir una rélación R 
entre los elementos de C: 


YA y EC; rTr=r <> xRy < ym 
“a e 


Demostrar que, como consecuencia de ser (C, T, 1) un retículo 


aTy=y <> slyss 


y la relación R es de orden. 


Por tanto, todo retículo lleva consigo una ordenación. Cabe preguntarse 
S el recíproco es cierto, es decir, si toda ordenación en un conjunto lleva 
consigo una estructura de retículo. En general, la respuesta es negativa, 

No obstante, hay casos en que la ordenación lleva consigo la existencia 
del retículo. Recordemos que para el caso de la relación C, entre los elemen- 
tos del conjunto OXE), para cada par 


A, BEGE) 
en general hay muchos conjuntos que contienen (respectivamente, están con- 
tenidos) a ambos, pero entre ellos hay uno mínimo (respectivamente máximo), 


su unión (respectivamente su intersección). Análogamente, para el caso de 
la relación | en N, para cada par de naturales 


a bEN 
en general, hay muchos números que son divisores (respectivamente múlti- 
plos) de ambos, pero entre ellos hay uno máximo (respectivamente mínimo), 
su med. (respectivamente su m.cm.). 
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Pues bien, en general, si en un conjunto ordenado, para cada par de ele- 
mentos 
a, b 


hay un máximo, entre los elementos relacionados con ellos, y un mínimo, entre 
los elementos con los que a y b están relacionados, entonces esa ordenación 
da lugar a un retículo (*). 

El siguiente ejercicio sirve de ejemplo a lo que acaba de afirmarse: 


EJERCICIO 
12.17. En el conjunto Z de los enteros se tiene la relación de orden <. Para cada 

pareja 

"b 
de enteros, el conjunto de los enteros x tales que 
2 <b 
posee un elemento máximo, precisamente 
mín (a, b} 


indicado en el ejemplo 10.7. 
Análogamente, el conjunto de los enteros, x, tales que 


a<n ber 
posee un elemento mínimo, el elemento 
máx (a, b} 
indicado en el ejemplo 10.3. Probar que 
(2, máx, mín) 
es un retículo. 


13. Didáctica de la divisibilidad 


La introducción de la teoría de la divisibilidad en la Escuela ha de ser 
posterior a los conceptos de división exacta y entera. Se comienza haciendo 
que los niños manejen la relación «divide a» y su opuesta «es múltiplo de», 
para pasar después a caracterizar múmeros primos y compuestos, a lo que se- 
guirán descomfposiciones de un número en factores. 


(*) Para mayor precisión, puede verse el capítulo I de Etavo, Matemática Moderna, 
«Revista Enseñanza Media», núm. 131-134 (1963). 
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Por ejemplo, la figura 10.1 del $ 9 muestra que el número 5 no es divisor 
de 48, Si, para conseguir una situación que materialice este problema en la 
clase, se propone el problema de construir un rectángulo con 48 papelitos cua- 
drados (o monedas o sellos o fichas), habrá unos chicos que lleguen a la 
disposición indicada en la figura 13.1, es decir, a 


48=8x6 


Figura 13.1 Figura 132 


Otros, por ejemplo, pueden llegar a la de la figura 13.2, es decir, a 
48=12x4 


Si cada grupo de trabajo continúa descomponiendo los factores obtenidos 
hasta llegar a descomponer en factores primos, los niños observarán final- 
“mente que todos han llegado a una misma descomposición. El problema puede 
“epetirse con situaciones diversas, una vez hecho lo cual, se les puede infor- 
amar de que esto ocurre siempre. 

De aquí puede pasarse al criterio de divisibilidad dado en la proposición 
Si, con ejemplos similares al 9.1. 

El med. y m..m. pueden ser introducidos como se ha hecho en los ejem- 
los 104 y 113. Su cálculo se hará a partir de las factorizaciones de los nú- 
“meros. El uso de esquemas similares al de la figura 10.1, basado en el isomor- 
S= de (N, V, A) en (M, U, N), estudiado anteriormente, es recomendable, 

El procedimiento sugerido en los ejercicios 10.8, 10.9 y 11.8, a partir del 
asgaema del ejemplo 6.2 del $ 4, tiene la ventaja de que no hay que excluir 
S cero de una exposición elemental del m.cd. y m.c.m, ni tratarlo excepcio- 
“alimente, como se ha hecho en la segunda parte de las definiciones 10.1 y 11.1. 

En efecto, notemos que si definimos el m.c.m. como el menor múltiplo 
común (menor respecto de la relación <), entonces esta definición no es 


évo 
P qe 
6v 0=0 
5 sin embargo, 
0<6 
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En cambio, definiendo el m.c.m. como el mínimo múltiplo común (míni- 
mo respecto de la relación |), resulta 


6V0=0 
directamente del referido esquema del ejemplo 6.2 del $ 4, ampliado con el 
cero, como se ha indicado en el ejercicio 10.10. 


Una vez estudiados los números enteros, se puede estudiar la divisibili- 
dad en Z, que no es más complicada que en N, como se ha indicado en el 


7. 
La utilización de las regletas de Cuisenaire es aconsejable para un primer 
contacto con la teoría de la divisibilidad. Nótese que 


9 es múltiplo de 3 


se materializa, como indica la figura 13.3, observando que la regleta azul 
(materialización del número 9) puede obtenerse sumando verdes únicamente, 


Azul 
Verde | Verde | Verde 


Figura 133 


Gatco, Al fin Pepito puede aprender Aritmética, Ed. Cuisenaire de España, págs. 55-60. 


NUMERO RACIONAL 11 


1. Conjunto de los números racionales 


En el semianillo N de los números naturales se podrían efectuar las ope- 
“saciones suma y producto, pero sus operaciones inversas, sustracción y di- 
sisión, no siempre eran posibles. Para hacer posible la sustracción, en todo 
aso, se amplió el concepto de número, pasando de naturales a enteros, pues 
dm el semigrupo (N, +) la sustracción no era una operación interna. En cam- 
iso, en el grupo (Z, +) ya es una operación interna la sustracción. 

En general, en un semigrupo sólo puede efectuarse, en todo caso, la ope- 
sación de definición del semigrupo, mientras que en un grupo también su 
“aperación inversa es interna. 

Pero en el anillo Z, aunque (Z, +) es grupo, (Z, -) sólo es semigrupo, por 
le que la división no es siempre posible. Por ello vamos a ampliar de nuevo 
S concepto de número, pasando a otros números, los racionales, de los cuales 
“e puede considerar a los enteros como un subconjunto. 

Para expresar que existe un entero, — 3, que multiplicado por el entero 4 
ss igual al entero —12, es decir, que —12 dividido por 4 es igual a —3, se 
escribe 


(-12):4=-3 


bien 


es decir, 


m 


E: a O Di 
mr OE a 


-12 


4 


se ha expresado mediante una pareja ordenada de enteros, que también po- 
dria escribirse en la forma 


(-2,49 


si así se hubiera convenido. Es decir, 2 es una pareja cuya primera com- 


ponente, —12, es ún entero, y cuya segunda componente, 4, es un entero dis- 
tinto de cero. 
Sea Z* el conjunto de los números enteros, excluido el cero, es decir, sea 


o] 


|z- 


Considerando a E como una pareja ordenada cuya primera compo- 


nente, -12, es un entero y cuya segunda componente, 4, es un entero dis- 
tinto de cero, puede escribirse 


-2 


Análogamente: 


0 
ZEZ». 
g EZZ 


© DEFINICIÓN 1.1: A los elementos del conjunto producto 


Zxz* 
se les llama fracciones. Convendremos en escribir estas parejas en la forma 
z 
b 


en vez de en la forma habitual (a, b). La primera componente, a, de la pareja 
se llama numerador y la segunda, b, denominador. 


m 


Dada la fracción 
-12 


4 


al dividir el numerador por el denominador, se obtiene el entero -3, 
En cambio 
a 


€ 
es una fracción cuyo numerador no es divisible por el denominador. 
Observemos que si en las fracciones: 
2. 6 606 -45 
Et S 15 


se divide el numerador por el denominador, a partir de todas ellas se obtiene 
el mismo entero 3. 


EJERCICIOS 
1.1. Compare la definición de Z* que acaba de darse, con la definición de N* que 
se dio en el ejemplo 1.4 del $ 5, 


1.2. Ponga ejemplos de fracciones cuyo numerador no es divisible por su denomi- 
mador y otros en que lo sea. 


13 Forme varias fracciones, tales que al dividir su numerador por el denominador 
se obtenga 5. 


1.4 Compruebe, con varios ejemplos, que si al dividir el numerador por el deno- 
minador de las fracciones: 


tales que 
bla y dje 


se obtiene el mismo entero, entonces se verifica 
ad=eb 


Observemos que cuando el entero b divide al a, con la notación 


se designa el cociente exacto a:b, que es otro número entero, y también el 
par ordenado de enteros (a, b), es decir, la fracción 7. 
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Generalicemos el ejercicio anterior: 
+ PROPOSICIÓN 1.1: Dadas dos fracciones 


tales que 


se verifica 


suponiendo, como siempre, b 4 0% d. 

Demostración: 

Comencemos probando que 
asb=c:id => ad=cb 


Sea a:b=c:d=h. 
Primer caso: Sea h%0. 


aib=h <> hb=a <> | a 
cid=h <> | hd=c 


o 
(ad)h =(cb)h 
ad=cb 
Segundo caso: h=0. 


=0 <> 0-b=a => a=0 => ad=0 
20 > Od=c => c=0 => cb=0 


Probemos ahora que, recíprocamente 
ad=cb => a:b=c:d 


| = ateo 


Sea a:b=k. 


aib=k > kb=a => taai) 
Por hipótesis: ad=bc 


[Ešte resultado sirve de base para establecer la siguiente relación entre 
fracciones: 
= DEFINICIÓN 1.2: Diremos que las fracciones 
Ls E 
pe Do ¿e 
“som iguales y escribiremos 


ss, y sólo sí, se verifica 


El signo convencional empleado para designar esta relación es, pues, =. 
Abreviadamente: 


mE 


pel 

d 

es decir, las fracciones 
a 
TX 

están relacionadas, si al multiplicar los enteros situados en los extremos de 


la doble flecha roja se obtiene el mismo número entero que al multiplicar 
los situados en los extremos de la negra. 


* EJEMPLO: 


mo Pes 212-%4=(-9-(-3) 


EJERCICIOS 


1.5 Compare la definición 1.2 con la definición 1.) del $ 10. 
12 


L6 Escribir varias fracciones iguales a la fracción 
L7 Encontrar el entero x, tal que: 
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* PROPOSICIÓN 1.2: La relación de igualdad de fracciones, de la definición 

1.2, es una relación de equivalencia. 
Demostración: 
Reflexividad: 


<= ad=cb => (adf =(cb)] => [usa cf ] 


q > duel => (efb=iedb | => cbf =ebd 


ald=ebd 


(afd = (eb)d 
qe ao 
do ad 


Por tanto, la igualdad de fracciones produce una clasificación en el con- 
junto ZxZ* de las fracciones: 


Cada una de las clases se llama un múmero racional. El conjunto de los 
“mimeros racionales es, por tanto, el conjunto cociente de ZxZ* respecto de 
la relación de equivalencia que hemos llamado igualdad de fracciones. 

A la clase definida por la fracción 


sA 
b 


165) 


* Proposición 1.3: Amplificación de fracciones: Si r es un entero, distinto 
de cero, se verifica 


la representaremos por 


cualquiera que sea la fracción $ 


+ Proposición 1.4: Simplificación de fracciones: Si r es un entero tal que 
rja y rib 


entonces 


EJERCICIOS 
18 Ponga un ejemplo de cada una de las dos proposiciones anteriores y después 
demuéstrelas. 
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* EJEMPLO 1.1: Dada la fracción 
E 
-% 
72M-%)=18 
simplifiquemos, dividiendo numerador y denominador por su m.c.d.: 
n 4 
-% 


En esta fracción el numerador y el denominador son dos enteros, primos 
entre sí. Si amplificamos esta fracción, multiplicando numerador y denomina- 
dor por el entero (—1), se obtiene: 


a la fracción 


que es de la misma clase que aquélla, pero cuyo denominador es natural y 
primo con el numerador. 
Las fracciones cuyo numerador es primo con el denominador se llaman 
En general, en cada clase existe un representante cuyo denominador es 
natural y primo con el numerador. A tal fracción la llamaremos represen- 
tante canónico de la clase. 


EJERCICIOS 
119 Encontrar los representantes canónicos de las clases 


(5 E 


Lil Demostrar que en cada clase existe un único representante canónico. ¿Cuán- 
tos representantes irreducibles existen? 


Consideremos la aplicación 
zo Z 
que asocia a cada número entero r€ Z la fracción -F+ 
Consideremos también la aplicación: 
zx > ZxZ'= 
ue asocia a cada tración Z la clase f ÍZ} }. La aplicación producto de 


F y G asocará a cada entero y la clase Í f -£ Ù}, como se indica en os es 
al Se 
> Ni 
Figura L1 


ens de la figura 11. Ast, por ejemplo, la aplicación GF asocia al entero 
ra (5) 


EJERCICIOS 


LI2 Probar que la aplicación GF es inyectiva. 
113 Compare la figura 1.1 con la figura 1.3 del $ 10. 
114 ¿Es la aplicación compuesta GF suprayectiva? 


Como el conjunto imagen de esta inyección es el conjunto de las clases 
de forma Ey. donde EZ, la aplicación GF es una biyección de Z 
en el conjunto de los números racionales de la forma LLE). donde rez. 
Esta biyección permite considerar a los enteros como un subconjunto de los ra- 
cionales, 

El conjunto de los números racionales se representa por Q, es decir, 

Q=ZxZ" 
pudiendo escribirse, según lo dicho anteriormente, que 
zco 
lo que, unido a los resultados del $ 10, permite escribir 
NCZCO 


De este modo se realiza la inmersión de los naturales en los enteros y de 
éstos en los racionales. 
2. Grupo aditivo de los racionales 

Vamos a definir la suma de racionales de modo que cuando se efectúe, 


en particular, con enteros, coincida con la suma de enteros. 
Para ello, consideremos las fracciones 


A AE 
AL 
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sisnde los enteros h y k son los cocientes respectivos. Se tiene: 
qe <= a=bh => ad=(bhJd => | ad=(bd)h | 
| 
Gr <> c=dk => cb=(dkjb => | cb=(bd)k | 
EEE 


y 
ad cb= (bdh + (bdk 
ad+cb 


=h+k <=> ad+co=bd(h+k) 


les decir, se tiene 


Este resultado, que ha sido probado para el caso de ser 
bja y dje 


immgere cómo ha de definirse la suma de racionales, 
= PROPOSICIÓN 2.1: La relación de equivalencia entre fracciones de la defi- 


d 
A — iib _ddich 
ca vd yd 
tá 


ESERCICIOS 


(32 Comprobar con un ejemplo la proposición anterior y demostrala. 

(EZ ¿Puede expresar el resultado de la proposición 2.1 diciendo que la relación 
de la definición 1.2 es compatible con la suma de fracciones? ¿Cómo habría 
„Še definir la suma de fracciones para afirmar esto? 
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TT 
(eze) 


En otras palabras, para sumar dos números racionales a y B, tomemos un 
representante de cada clase y operemos como indica el esouema siguiente: 


al 


a — 


6 —> 


alo ela 


B ad+cb 
e 


La proposición 2,1 afirma que la suma así obtenida no depende de los re- 


presentantes elegidos. 
PROPIEDADES DE LA SUMA DE RACIONALES: 


Conmutatividad: 
Va BEQ | a+B=P+a | 


Demostración: Sea $- un representante de la clase a y sea análogamente 
GE fo Se verifica: 
a A (E) 


pero, por la conmutatividad de la suma de enteros, los numeradores de las frac- 
ciones 


ad+cb cb+ad h 
a E 
son iguales, y, por conmutatividad del producto de enteros, sus denominadores 
son también iguales. Por tanto, por reflexividad de la relación de igualdad de 
fracciones, será 


ad+cb  cb+ad 
bd db 


luego 
a+ß=ß+a 
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EJERCICIOS 


Enuncie y demuestre la propiedad uniforme de la suma de racionales, 
Lo mismo para la asociativa, 
¿Cuál es el elemento neutro de la suma de racionales? 


¿Qué propiedad, de las anteriores, es la que permite afirmar que «si se suman 
miembro a miembro dos igualdades entre racionales, se obtiene otra igualdad»? 


Diga cuál es el opuesto del racional 


t perg 


y ponga un ejemplo, 


De las consideraciones y ejercicios anteriores sigue 
= TEOREMA 2,2: (0, +) es un grupo conmutativo. 


EJERCICIOS 


Defina la sustracción de racionales, como se definió la sustracción de enteros. 


Demuestre que para restar racionales basta sumar el minuendo con el opuesto 
del sustraendo. 


Demuestre que el opuesto de la suma de dos racionales es igual a la suma de 
sus opuestos respectivos. 

Enunciar y demotrar la ley cancelativa de la suma de racionales. 
Resolver la ecuación 


EX E ve 


a+(8-x)=y donde aß, yEQ 


Para ello comience sustituyendo a, £ y y por tres racionales fijos y después 
resuélvala en general. 


= PROPOSICIÓN 2.3: La aplicación GF de la figura 1.1 es un homomorfismo 
del grupo (Z, +) en el grupo (0, +). 

Esta afirmación justifica que el signo convencional + utilizado para suma 
de racionales sea el mismo utilizado para la suma de enteros. 
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EJERCICIOS 


2.13 La proposición anterior es consecuencia inmediata de una afirmación hecha 
anteriormente, ¿De cuál? 


2.14 Demuestre también directamente la proposición 2.3, de modo análogo a como 
se hizo en el esquema de la figura 2.2 del $ 10. 


2.15 Defina el valor absoluto de un racional y estudie sus propiedades, 
2.16 Defina los números racionales positivos y negativos y estudie la regla de los 


signos de la suma de racionales. 
2.17 Justifique las reglas habituales siguientes: 
a 
b) 
9 


a) 


o 


teniendo en cuenta que, en la notación habitual, : representa, no a esta única 
fracción, sino 
racional (R , admitida la inclusión de Z en Q, como consecuencia 
de la inyección GF, indicada anteriormente, que permite identificar a los 
enteros con un subconjunto de los racionales. 

2.18 Explique en qué consiste la reducción de fracciones a denominador común, 


2.19 Explique en qué consiste la reducción de fracciones a mínimo denominador 
común. ¿Qué ventaja tiene sumar racionales, tomando representantes con 
denominador común mínimo? 


ames h y que el entero r coincide con el 


3. Semigrupo multiplicativo de los números 
racionales 


El producto de racionales también se define de modo que cuando se efectúe, 
en particular con enteros, coincida con el producto de enteros. 


+ proposición 3.1: Dados a, b, c, dEZ tales que bla; d|c 
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Fab=hEZ;  F=cid=kEZ 


d 
Se verifica 
(ac): (bd) =hk 
E E 
der, 
ac 
Td | 
Demostración: 


Eh amd 
z | = Gem (h) (dk) => acm(bd) (1) <> -mhk 
Ia omde 


Nótese que b40%d => bd 40, por ser Z de integridad. 


. :ICIÓN 3,2: Cualesquiera que sean las fracciones siguientes, se ve- 
5a: 


EJERCICIOS 


=  Dermición 3.1: Se llama producto de los números racionales 


ER E) 
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EJERCICIOS 

3.3 ¿Depende el producto así definido de los representantes elegidos? 

3.4 Escriba y demuestre la propiedad uniforme del producto de racionales. Enún- 
ciela de otro modo ahora. 


qué propiedades de los enteros es consecuencia 

3.6 Lo mismo para la asociativa, 

3.7. ¿Cuál es el elemento neutro del producto de racionales? 

3.8 Demostrar que todo racional, excepto el número racional nulo, posee inverso, 
Ponga ejemplos previamente, 


35 A e pogo Da 
? 


* TEOREMA 33: (Q, +) es un semigrupo conmutativo y con elemento unidad. 
*DeriNICIÓN 3.2: Dados dos números racionales, 


Y 16) 
el segundo de ls cuales no es nulo, se lama cociente de | (2) entre { (53) 
a sro raional que mala por || Fa} ria at racina [ (5) 
ER- e -a 


Notación: Es lo mismo escribir + que escribir a/b. 


h 


Es lo mismo escribir 


Habitualmente se escribe S para representar a la clase e. El inverso 
se [fa] co [E] tn 
yA 
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E PROPOSICIÓN 3.4: 


H- 


ás decir, para dividir se multiplica por el inverso. 


EJERCICIOS 


E EEE te 


= PROPOSICIÓN 3. 


Compare la proposición 3.4 con la proposición 23 del $ 10. 


Si se designa por Q* el conjunto de los racionales no nulos, demostrar que 

(0*, -) es un grupo conmutativo. 

Demuestre que el inverso del producto de dos racionales no nulos es igual 

al producto de sus inversos. PE 7 

Eaciiba y demuestre la ley casceltivá del producta, de socionals. ¿Puedo 
dividiendo ami de una igualdad de racionales, 


aby EO; 
siendo a y £ no nulos. 


La aplicación GF, de la figura 1.1, es un homomorfismo 


[gel semigrupo (Z, -) en el (0, +). 


alasso 


EJERCICIOS 


ss 
316 


Demostrar la proposición anterior. 
Justifique las reglas habituales siguientes: 
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teniendo en cuenta que con 7 se suele representar el racional Hh 


y el entero r coincide con el racional LES o mación la inclusión: 
zeg. 
—Ř—_ 

4. Cuerpo de los números racionales 


DISTRIBUTIVIDAD DEL PRODUCTO RESPECTO DE LA SUMA DE RACIONALES: 


alfry=a Bray; VaByE0 
AAA 5 AA 
EJERCICIOS 

4.1 Comprobar con varios ejemplos la propiedad anterior. 

4.2 Demostrarla. 


((ílOAAAAAANN<—— 


* TEOREMA 4.1: (Q, +, +) es un cuerpo. 


sss 


EJERCICIOS 


43 Demostrar el teorema anterior, teniendo en cuenta la definición 8.4 del $ 5. 

44 ¿Es conmutativo el cuerpo (Q, +, +)? 

4.5 Demuestre que «el producto de dos racionales no nulos es otro racional no 
nulo», ayudándose del ejercicio 4.3 del $ 10. 

4.6 Demostrar que el enunciado del ejercicio anterior es equivalente a la ley 
cancelativa del producto. Razone para ello como en el párrafo 4 del $ 10. 


4.7 Demuestre que todo cuerpo conmutativo es un dominio de integridad, en el 
sentido de la definición 4.2 del $ 10. 


En el anillo Z de los enteros sólo podían efectuarse siempre tres opera- 
ciones, la adición y su operación inversa, la sustracción, y la multiplicación, 
ya que Z tenía estructura de grupo respecto de la suma y de semigrupo res- 
pecto del producto. En Q también es posible siempre la división de un racio- 
nal cualquiera entre otro no nulo, ya que los racionales no nulos forman 
grupo multiplicativo. i 
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* PROPOSICIÓN 4.2: La aplicación GF, de la figura 1.1, es un homomorfismo 
del anillo (Z, +, +) en el anillo (0, +, -). 


EJERCICIO 


4.3 Demostrar la proposición anterior, teniendo en cuenta la definición 8.5 del 
$ 5. ¿Es isomorfismo? 


5. Ordenación de racionales 


* DEFINICIÓN 5.1: Diremos que la fracción 
a 
b 


es positiva si los enteros a y b son del mismo signo. 
Si a=0, la fracción $ se llama nula. Las fracciones que no son positivas, 


ni nulas, se llaman negativas. 
Se consigue de este modo efectuar una partición de ZxZ*, en fracciones 
positivas, nulas y negativas. 


* EJEMPLOS: 
1 -3 A mn 
$ Y ig Son fracciones positivas 
L y Lo son notas 
2 5 sa 
1 
EJERCICIO 


5.1 Ponga otros ejemplos. 


* PROPOSICIÓN 5.1: 
si $ es una fracción positiva (respectivamente negativa o nula) y 5 es 


igual a la fracción 2 en el sentido de la definición 12, entonces $ es 
positiva (respectivamente negativa o nula). 


359 


EJERCICIOS 


5.2 Compruebe con ejemplos la proposición anterior. 
5.3 Demuéstrela. 


3.4 Demuestre que todas las fracciones que forman un número racional son del 
mismo tipo, es decir, todas positivas, todas negativas o todas nulas. 


+ DEFINICIÓN 5.2: Un múmero racional se llama positivo (respectivamente 
negativo o nulo) si uno cualquiera de sus representantes es positivo (respec- 
tivamente negativo o nulo). 

El conjunto de los números racionales positivos y nulos se designan por Q+. 


EJERCICIOS 


5.5 Ponga ejemplos de números racionales positivos, negativos y nulos. 
5.6 ¿Qué estructura posee O, respecto de la suma y del producto? 


* DEFINICIÓN 53: Sia, BEQ 


[ase] qp [p-aco 


EJERCICIOS 


5.7 Comparar los siguientes racionales, mediante la relación <: 
EN 
3 


s 
ARS 


donde, como se ha indicado anteriormente, con cada fracción se desea de- 
signar la clase a que pertenece. 
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58 Demostrar que si a, 8E Q., siendo 


-E > (E) 


asg > add 


39 Demostrar que la relación <, entre racionales, es de orden total. 


3.10 Demostrar que la relación < es compatible con la suma, pero no con el 
producto. Por ello decimos que el cuerpo (0, +, +) está totalmente orde- 
mado por la relación <. 


5.11 Demostrar que si y € Q, 


a<8= ya<yB 
5.12 Explicar el significado de 


a<A 


donde a y £ son números racionales. 


úl 


* Proposición 52: Sean a, BE O 


a< = a< e <6 


Demostración: 


PES Ibid => a< ati 
a+8<B+8 => ar <% 
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ÉS 


EJERCICIOS 
5.13 Demostrar que 


=*< 
b d b brd d 


Ponga ejemplos, previamente a la demostración. 


5.14 Demostrar que entre dos números racionales existen infinitos números ra- 
cionales, como consecuencia de la proposición 5.2, o del ejercicio anterior. 


 ÁA A A - _—_—«u<—K<—KÁK— 


* PROPOSICIÓN 5.3: Dados dos números racionales positivos, a y B, tales que 


0<a<B 
existe un múmero natural n, tal que 
na>fB 
Demostración: Sea 
d<a<A 


Por ser a% 0, existe el número racional a-!, inverso de a. Por ser a un racional 
positivo, también será a-i positivo. Como £ es positivo, también Aza“! será positivo. 
Tomemos una fracción perteneciente al racional 8-a-', cuyo numerador y denominador 
sean enteros positivos, es decir, naturales ambos, lo que es posible, por ser Aza“ 
positivos. 

Sea 


abEN 


Si al efectuar la división entera de a entre b. obtenemos el cociente € y el resto r, 
será: 
r<bi asbetr 
r&b -> betr <be+b=be+1) => a <be+1) 5, 
a pas pa 
en cuenta el ejercicio 3:10 
<c+l 


Bra 


b 


et 
Mamando n al número natural +1, es decir, al racional -ÈL se tieneiya un 


número natural n. tal que 
Balon 


luego, multiplicando por æ ambos miembros de la desigualdad, teniendo en cuenta el 
5.11, quedará 


B<na 


EJERCICIO 


5.15 Encontrar un número natural m, tal que 


2_36 
mi> LL 
y 


¿Cuántas soluciones tiene el problema? ¿Cuál es la menor de ellas? 


El enunciado de la proposición 5.3 se expresa también diciendo que el 
semigrupo (Q., +) es arquimediano, en memoria del matemático griego AR- 
QUÍMEDES. 


6. Representación gráfica de números racionales 


Sea una recta r. Vamos a representar a los números racionales mediante 


Figura 61 


puntos de esta recta. Para ello elijamos otra recta auxiliar z, que corte a la 
recta r. Considerando a ambas rectas como conjuntos de puntos, sea 


=Nr=0 
es decir, sea O el punto de intersección de ambas rectas. Representemos a los 
números enteros sobre la recta auxiliar =, de modo que el entero nulo se 


represente sobre el punto O, como se indica en la figura 6.1. Elijamos un 
punto U, distinto de O, sobre la recta r. Para representar ahora, por ejemplo, 
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al número racional -Z tomemos el representante canónico de esta cas, 


que es -$ según se indicó en el párrafo 1. Sea M el punto de la recta auxiliar 


Z, representativo del denominador, 5, de la fracción , y sea N el punto, de 


la recta auxiliar z, representativo del numerador 3, de la fracción 2 Tra- 


cemos por el punto N una recta h, paralela al segmento MU. El punto, X, de 
intersección de las rectas } y 7, representa al número racional que estamos con- 
siderando. 


EJERCICIO 
6.1 Representar gráficamente los números racionales siguientes: 


De este modo se ha conseguido establecer una aplicación del conjunto @ 
de los racionales en el conjunto de los puntos de la recta r- 


EJERCICIO 
6.2. ¿Es inyectiva la aplicación anterior? Téngase en cuenta el ejercicio 2.18. 


Más adelante veremos que esta aplicación no es biyección. 


7. Metodología de las fracciones ordinarias 
y decimales 


La forma actual de introducir el concepto de fracción consiste en consi- 
derar a la fracción como un operador o aplicación. Así, la fracción 2 actúa 


sobre el círculo de la figura 7.1, indicando que se ha de partir el círculo en 6 
partes iguales y se han de considerar 4 de estas partes, con lo que se tiene 
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el trozo de círculo rayado en la figura 7.1. La fracción 2 es equivalente a la 


tracción Á, pues al actuar sobre el círculo anterior da lugar al mismo trozo 
de círculo, como se indica en rojo en la figura 7.1. 


Figura 7.1 


Del mismo modo, en la representación gráfica indicada en el párrafo an- 
terior, la tracción se considera como una aplicación que asocia al segmen- 


to OU el OX. Nótese que la construcción allí indicada lo que consigue es 
dividir al segmento OU en 5 partes iguales, siendo el segmento OX igual a 


tres de estas parts. Así, la fracción -+ actóa como una aplicación que asocia 
a cada segmento otro segmento. Dos fracciones son iguales o equivalentes si 
son la misma aplicación. Así, las fracciones 4 y 5 son iguales, pues ambas 
transforman al segmento OU en el OX. 

Análogamente, la tracción >- puede considerarse como una aplicación 
que asocia a cada número natural n, múltiplo de 7, un natural múltiplo de 5 (*) 

2 
n 00:7 


La reducción de fracciones a común denominador suele anteponerse, en 
las exposiciones elementales, a la definición de adición de racionales. 


(*) En este sentido puede verse el interesante trabajo didáctico del Prof. Carero, El 
múmero racional, publicado en el múmero 153 de la «Revista de Enseñanza Media». 
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Considerando, como hemos indicado, a las fracciones como aplicaciones, 
el producto aparece como aplicación compuesta. Así, de acuerdo con el es- 


quema de la figura 7.2, 
Ys 
— O 
oY 


aparece como aplicación producto de la aplicación 3 por 


C e 


a 
pla 


Figura 72 


En las exposiciones elementales suelen estudiarse únicamente los núme- 
ros racionales positivos. 

Las regletas de Cuisenaire también son útiles para una primera introduc- 
ción a los racionales. Las fracciones vienen representadas por parejas de re- 
gletas. Su estudio puede verse en el libro V de la Aritmética con números 
en color del profesor GATTEGNO. 

Las fracciones cuyo denominador es una potencia de 10 se llaman frac- 
ciones decimales. Ejemplos de fracciones decimales son: 

E td 
10” 10° 100° 10 

Los números racionales, algunos de cuyos representantes son fracciones de- 
cimales, se llaman números racionales decimales. Como es sabido, la forma 
habitual de escribir los números racionales decimales es mediante sus ex- 
presiones decimales, sirviéndose de una coma en lugar apropiado. Ejemplos: 

z 156 37 148 
a w 7: i 

Nótese que nos limitamos así a considerar expresiones decimales con un 
número finito de cifras decimales. Más adelante, en el $ siguiente, trata- 
remos el caso general de expresiones decimales con infinitas cifras decimales. 

Los decimales son los números racionales más utilizados en la vida co- 
rriente. Por ejemplo, al actuar el número decimal 0,1 sobre el metro obtene- 
mos el decimetro; al actuar el decimal 0,01 sobre el metro obtenemos el 
centímetro, etc. Los números racionales decimales, y en general los racio- 


00148 
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nales, han surgido en la Humanidad como consecuencia del problema de la 
medida, que estudiaremos más adelante. 

Las operaciones con las expresiones decimales que estamos considerando, 
con sus reglas para situar las comas, aparecen como consecuencia de consi- 
derar a estos decimales como caso particular de racionales. 

* EJEMPLOS: 


¿156 _ 204156 386 06 
100 100 100 > 
23 156 23x156 23x156 3588 
AI * 1007 10x100" 10 ~ 1000 
Es aconsejable poner las comas de las expresiones decimales abajo y no 
arriba, es decir, deberá escribirse 


30517 envezde 30817 


En algunos idiomas (inglés) la coma se sustituye por un punto, escribiendo 


30.51 — lo que nosotros escribimos 30,51 


Una situación muy utilizada, que permite considerar directamente los nú- 
meros racionales decimales mediante sus expresiones decimales, sin estudiar 
los restantes racionales, consiste en considerar papeles cuadrados (figura 7.3) 


200000 


Figura 73 Figura 74 Figura 7.5 


que pueden partirse en diez tiras iguales, como indica la figura 7.4, cada una 

de la cuales es una décima de cuadrado, que a su vez puede partirse en diez 

trozos (figura 7.5), cada uno de los cuales es una centésima de cuadrado, eto. 
Así, el conjunto de papeles y trozos de la figura 7.6 puede indicarse 


SS 


Figura 7.6 


D0000 
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] ¡q o bien 


lo que abreviadamente se escribe 
235 


Nótese la similitud de esta forma de representar los decimales con la in- 
dicada para sistemas de numeración en el $ 9. 
La suma es así inmediata. Sumemos 2,3 y 1,56: 


pero, en cambio, no lo es la multiplicación, pues para presentarla 
mente hemos de considerar a los decimales (como caso particular 
les que son) como operadores o aplicaciones, como se ha indicac 
cipio de este párrafo. Así, al actuar 0,1 sobre el cuadrado de la figura 7. 
se obtiene la décima o tira de la figura 7.4; al actuar 0,1 sobre la décima 
se obtiene la centésima, como se indica en el esquema de la figura 7.7 


AI NE 
0,1 
0,01 
centésima 
Figura 7.7 
es decir, 
0,1x0,1=0,01 
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Reiterando el proceso se llega a: 
0,01 x0, 


La asociatividad del producto de aplicaciones permite establecer, como se 
indica en la figura 7.8, el resultado: 


0/01 x0,01=0,0001 
y Otros similares. 


or a 
unidad — e décima 


Pe 


2 >32 
lo que puede justificarse razonando como en el ejercicio 17.8 del $ 9 y te- 
niendo en cuenta que el operador consistente en multiplicar por 0,1 es el in- 
verso del consistente en multiplicar por 10. 

Ahora el producto de dos decimales no presenta dificultad, admitiendo la 
conmutatividad y asociatividad del producto de racionales: 


2,3 x1,56=(0,1 x 23) x (0,01 x 156)=(0,1 x 0,01)x(23 x 156)= 
=0,001 x 3588=3,588 


Obsérvese finalmente que las operaciones con decimales escritas en base 
decimal no son más simples ni más complicadas que las operaciones con de- 
cimales en base cuatro, por ejemplo, donde cada cuatro centenas formarán 
una decena, etc. Muchos autores recomiendan operar con decimales en otras 
bases, al mismo tiempo que en base diez. Háganse algunos ejercicios en este 
sentido y pasar decimales escritos en otras bases a base diez, y recíprocamen- 
te. Nótese que el problema es el mismo de cambio de base de naturales, indi- 
cado en el $ 9. 
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12 ULTIMAS AMPLIACIONES DEL 
CONCEPTO DE NUMERO 


1. Conjunto de los números reales 


En el párrafo 6 del $ anterior se ha visto que a cada número racional se 
puede asociar un punto de la recta, una vez que se ha elegido un origen O y 
un segmento unidad OU. Esta aplicación es inyectiva, según se probó en el 
ejercicio 6.2 del $ 11. Cabe ahora preguntarse, ¿es biyectiva esta aplicación? 
La respuesta es negativa. 

Para verlo consideremos el segmento DA, igual a la diagonal de un cua- 
drado de lado el segmento unidad OU (figura 1.1). Por el teorema de Pitá- 


Figura 11 


goras, la medida del segmento DA es VŽ. El número VZ no es racional 
pues si existiera un racional igual a VZ y fuera 7 una fracción irreducible 
perteneciente a ese racional, tendríamos 

L => We0>P0= Adet 
» 5 = P-1 
3 l 


-p Wreducible | anba eNi + 


4+ 
e=2 
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¡Absurdo! Pues no existe ningún número entero, a, cuyo cuadrado sea 
igual a 2. 

Por tanto, hay puntos en la recta que no son imagen, en la aplicación in- 
yectiva que estamos tratando, de ningún número racional. Si se desea que 
cada punto de la recta sea imagen deun número hemos de volver a ampliar 

A 


€AAA<4< _  -- O <A 
o u sS 


Figura 12 


el concepto de número. Los nuevos números se llaman reales y se definen 
de modo que cada punto de la recta sea imagen de un número real, es decir, 
de modo que exista una biyección entre números reales y puntos de la recta. 
De este modo los números racionales pueden considerarse como un subcon- 
junto de los reales. Además, las operaciones entre números reales se defini- 
rán de modo que sean generalización de las operaciones con racionales. 

Al pasar de los racionales a los reales hemos completado la recta, ya que 
ahora cada punto de la recta es imagen de un número real o, en otras pala- 
bras, fijados sobre la recta r (figura 1.2) un punto origen O y un punto U, 
distinto de O, a cada punto S, de la recta r, podemos asociar un número real s, 
en la forma que se indicará más adelante, en el párrafo 6 de este $. 

Si designamos por R al conjunto de los números reales y por r a la recta 
de la figura 1.2, considerada como conjunto de puntos, se tiene, según lo di- 
ho anteriormente, una biyección 


b:R —>r 


que asocia a cada número real s un punto S €z. Al número real s se le llama 
la abscisa del punto S. 


2. Grupo aditivo de los números reales 

Consideremos sobre la recta 7 segmentos orientados. Los segmentos orien- 
tados AB y BÁ se consideran distintos, pues tienen distinta orient 
tido. Diremos que A es el origen y B el extremo del segmento orientado AB. 
Un segmento orientado viene definido por una pareja ordenada de puntos: 


(A,B) > AB 


Por tanto, cada pareja ordenada de puntos de la recta r define un segmento 
orientado de la recta 7. De este modo, a los segmentos orientados de la recta 
r se les puede considerar como elementos del conjunto producto r xr. 

Vamos a establecer una relación entre los segmentos orientados de la rec- 
ta r. Para ello consideremos una recta auxiliar a, paralela a la recta z y dis- 
tinta de ella (figura 2.1). 
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Sea O' un punto fijo de la recta a. A cada segmento orientado AB, de la 
recta 7, podemos asociar un punto de la recta auxiliar a, del siguiente modo: 
tracemos por B una recta b paralela al segmento AO y consideremos el punto 


B=bMa 
o G 
— o 
¿ P 
x g 
Figura 21 


De este modo. hemos asociado al segmento orientado AB el punto: B'E a. No 
temos que tenemos así una aplicación 


lrx = a 
ya que ABErxr y BE a. Se tiene, pues: 
AB) =E 
En la figura 22 se muestra la construcción del punto imagen del segmento 


orientado CD en la aplicación f, es decir, del punto [CD)=D'. | 


o o 


— — 
D € 
Figura 22 


rs | 
Dos segmentos orientados, EF y GH, diremos que están relacionados (figu 
ra 2,3), si sus imágenes en la aplicación f coinciden. 


3n 


Por tanto, si ~ es el signo convencional empleado para designar esta re- 
lación, tendremos 


EXP 


Mediante consideraciones geométricas, puede demostrarse que la relación 
~ es de equivalencia e independiente de la recta auxiliar a elegida. A las cla- 
ses producidas por esta relación de equivalencia les llamaremos vectores. Por 
tanto, los vectores son los elementos del conjunto cociente: 


rari 


Designemos por V al conjunto de los vectores de la recta r. Al vector de- 
finido por el segmento orientado EF lo representaremos por ((EF)). A cada 


punto $ de la recta r (figura 1.2) se puede asociar el vector (05), con lo 
que se obtiene una aplicación: 


e 
rv 


ya que SEr y (108)) €V, que es biyectiva. Si consideramos ahora la apli- 
cación compuesta de la aplicación: 


R——>r 


definida al final del párrafo anterior, y la aplicación c, que se acaba de defi- 
nir, se tiene una aplicación, esquematizada en la figura 2.4, que asocia a cada 


» * 


uay 
Figura 24 


número real s un vector {{05}), perteneciente a V. Como las aplicaciones b 
y e son biyectivas, también la aplicación: 

n= y 
será una biyección. 


373 


Definamos ahora la suma de números reales. Sean s y £ dos números rea- 
les. Sea 
25) Bú)=T 
aD;  AD=0FN) 


Tomemos el representante del vector ((07)), cuyo origen es el punto S. 
Sea M el extremo de tal segmento orientado, es decir, sea 


Me ((07)) 
El punto M se construye como se indica en la figura 25, de tal modo que 


Sá or 


Sea m el número real tal que 


bm)=M 
Por definición: 


mas+t 
Esquemáticamente podemos definir la suma de reales de la forma si 
guientes 


b AA =s 
s — 5 — (105) — OS 
b e _ z 
t — T — ((07)) — SM 


ral e Es 

s+t <— M<— ((0M)) <— OM 
donde c~! y b- son las aplicaciones inversas de las biyecciones € y b, respec | 
tivamente. 

Utilizando propiedades geométricas puede demostrarse que la suma de 
números reales así definida es uniforme, conmutativa, asociativa, posee ele: 
mento neutro o cero y cada número real posee un opuesto, por lo que = 
puede afirmar que (R, +) es un grupo conmutativo. 
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EJERCICIOS 
21 Determinar sobre la figura 2,5, el punto H € r, tal que 
bOsH 
donde 0 es el número real nulo. 
22 Determinar, sobre la figura 2.5, el punto S €r, tal que 
YES 
donde —s es el número real opuesto del número real s tal que 


dls, 


comprobando que 0 es el punto medio del segmento 55. 


Las propiedades geométricas que permiten demostrar las propiedades in- 
dicadas anteriormente y otras que se citarán más adelante pueden encon- 
trarse, si el lector está interesado en ello, en el libro: (*). 


3. Multiplicación de números reales 


Sea O el origen y U otro punto, distinto de O, de la recta r, de la figu- 
ra 3.1. Sean $ y T dos puntos de r, tales que 


bls)=S; b)=T 


Para definir el producto del número real s por el número real t, conside- 
remos el punto auxiliar A Er. Tracemos por S una recta x, paralela al seg- 


Figura 3.1 


(°) Hinenr, Fundamentos de la Geometría, Publicaciones del Instituto Jorje Juan. 
Madrid, 1953. 
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mento AU. Sea X el punto de intersección de la recta x y la recta OA. Tra- 
cemos por el punto X una recta w, paralela al segmento AT. Sea 


wnr=P 
y sea p el número real tal que 
bip)=P 
Por definición 
Esquemáticamente: 
b 
s —> S—¡ construcción anterior — b- 
b p 
Ls Tr 


Utilizando propiedades geométricas puede demostrarse que el producto 
así definido no depende del punto auxiliar A elegido, es decir, la uniformi- 
midad, así como la conmutatividad y asociatividad. 


A —-— _Á —AAAá> 


EJERCICIOS 

3.1 Comprobar, mediante la definición anterior, que el punto 6-4) es el elemen- 
to unidad del producto de reales. 

3,2 Dado un punto $ € r, tal que 50, busque el punto $” € r, tal que b-4S") 
sea el inverso del número real 5-45). El punto 5” así hallado es único. 

33 Compruebe gráficamente la conmutatividad del producto, mediante un dibujo 
lo más perfecto posible. 

FA” Julius la deilión que so ha dado, de precio de mias roles, 19 

Se 
tico on comta la soja dí los niágalos TOS y 401 y la de Wall 
AA 

triángulos XOP y 40T de la figura 3.1. 

3.5 Demuestre que con la anterior definición de producto se verifica 


Oa=0 VER 


3.6 Comprobar las reglas de signos para el producto de números reales. 


De lo dicho anteriormente se deduce que (R, -) es un semigrupo conm- 
tativo con elemento unidad y en que cada elemento no nulo posee inverso. 
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4. Cuerpo de los números reales 


A partir de las definiciones de suma y producto de números reales, dadas 
æn los dos párrafos anteriores, se demuestra que el producto de números rea- 
des es distributivo respecto de la suma, por lo que (R, +, -) es un cuerpo 
conmutativo. 

La consideración del semigrupo aditivo R,, de los números reales positi- 
wos, permite definir la relación < entre números reales de modo análogo a 
somo se hizo para enteros y racionales. Como esta relación es compatible con 
la suma de reales, podemos decir que (R, +) es un grupo ordenado y que 
IR, +, +) es un cuerpo ordenado totalmente por la relación <. 


EJERCICIOS 


4.1 Defínase el semigrupo (R., +). Téngase en cuenta para ello que el punto 
origen O divide a la recta r en dos semirrectas. ho] 

42 ¿Será arquimediano el semigrupo (R,, +)? Ayúdese de lo indicado en el 
párrafo 5 del $ anterior. 


5. Números racionales e irracionales 

Designemos por j a la aplicación inyectiva, descrita en el párrafo 6 del $ 11, 
que asocia a cada número racional un punto de la recta r. La aplicación b! o j, 
compuesta de j y la biyección b”!, inversa de b, es una inyección de Q en R, 
como se esquematiza en la figura 5.1. 


i 
| 


Figura 5.1 


La aplicación boj es además un homomorfismo de (Ọ, +) en (R, +). 
Para demostrarlo, consideremos dos racionales s y £. Tomemos representantes 
con denominador común: 


eEN*" dgEZ 
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Tomemos una recta auxiliar z, sobre la que se representan los ente 
e, d, g y d+8 
Según lo indicado en el párrafo 6 del $ 11, será 


milé) 


o-i (£) =r 


Figura 5.2 
Para sumar ahora los números reales 
DNS y bT) 


apliquemos la definición de suma de reales, dada en el párrafo 2, para lo, 
que nos servimos de la recta auxiliar a de la figura 5.2. Se obtiene así: 


DNS)+b-NT)=b-NM) 


Por otra parte, como 


„4+8 


siatt 
eten e 


se tiene 
Ks+0)=M 


por ser paralelas las rectas v, v’, v” y v” de la figura 5.2. Luego: 
b-t jis+1)=b UM) 548) + DAT) =071$(5) + b=(T) 


EJERCICIO 
5.1 En la demostración anterior se ha dicho que la igualdad 
je+)=M 


es consecuencia de ser paralelas las rectas marcadas en rojo. Explique Iz | 
causa de esta afirmación. 
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Mediante consideraciones geométricas también se demuestra que la apli- 
cación b- oj es un homomorfismo de (Q, -) en (R, -). Por tanto, la aplica- 
ción b- oj es un homomorfismo inyectivo del cuerpo (Q, +, +) en el cuerpo 
(R, +, +) por lo que puede considerarse a O como un subcuerpo de R. 

A los números reales que no son racionales se les llama irracionales. 


EJERCICIOS 
5,2 La cadena de inclusiones: 
NCZCQCR 
esquematizadas en la figura 5.3, dan lugar a la partición del conjunto R, indi- 
cada en la figura 5.4. Explíquese. 


E) 


Figura 5.3 Figura 54 


53 En el ejercicio anterior se ha visto cómo una cadena de inclusiones ha dado 
lugar a una partición en el mayor de los conjuntos. El proceso es inmediata- 
mente generalizable a cualquier cadena de inclusiones, Establezca la cadena 
de inclusiones correspondiente y la partición a que da lugar, construyendo 
esquemas similares a los de las figuras 5.3 y 5.4, para cadq uno de los 
apartados siguientes: 


i) cuadrados, rectángulos, paralelogramos, trapecios, cuadriláter 
D triángulos parann triángulos isósceles, triángulos. a 


6. Expresión decimal de los números reales 
Comencemos definiendo la biyección 
bir —> R 


que ya hemos utilizado en los párrafos anteriores, Para ello, comencemos ob- 
servando que el punto origen O define, sobre la recta r, dos semirrectas, De 
ellas, a la que contiene el punto U la llamaremos semirrecta positiva y a la 
otra negativa. Un punto S, perteneciente a la semirrecta positiva, define un 
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segmento OS, cuya medida con el segmento OU, como unidad, es, por defi 
nición, el número real 


s=b45) 
Notemos que el segmento DU ha sido tomado como unidad de medida, como con- 
secuencia del ejercicio 3. 


Si, por el contrario, el punto 7” pertenece a la semirrecta negativa, enton- 
ces el número real 


xr) 
será, por definición, el opuesto de la medida del segmento OT” con el seg- 
mento unidad OU 


Téngase en cuenta que si bien los vectores OT y TÓ son distintos, los segmentos 


OT y TO son iguales. Nótese también que el ejercicio 2.2 sugiere la definición de 1 
que acaba de darse, así como la elección de las semirrectas positiva y negativa con 
origen en O. 


Para medir el segmento 


una vez elegido el segmento unidad 
u=0U 


se opera del siguiente modo; Como el cuerpo real es arquimediano, comen- 
cemos buscando el mayor número natural m, tal que 


muss 


Supongamos que sea | 


es decir, 
Semu+s | 
Como 5¡<u, consideremos la décima parte de ñ: 


SENO 
w“ 


Determinemos el mayor número natural m, tal que 
mSS 
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Nótese que el número natural m; ha de ser menor que diez, pues 
muss <u => mis <u=10%, => m <10 


Llamemos 


es decir 


soe lo cual 


Ş=mu+ S5 =mi+ mu +5 =mu+m 01445 = 
= (m + m0.) + S= (m, ma + Sa 


Como 3; <T, consideremos la décima parte de ñ: 
1 


=p mol %,=0,1:0,1u=0/01 w 
Determinemos el mayor número natural m» tal que 
Mi <A 
Se tendrá, razonando como antes 
m,<10 
Llamemos 
Bat- Mala 
es decir, 
EMS 
Se tiene 


Selm, mu + 5,=(m, mu + ms +5:= 
=(m, mJú+m;-0.01 T+ S= (mm, mmu + 5y 
siendo 3, <T» Continuando del mismo modo se obtiene, como resultado de 
medir el segmento s con el segmento unidad ù, el número decimal 


m, mmm 


pudiendo ocurrir que lleguemos a un cierto m, tal que 


m=0=ma =m 


Así, por ejemplo, podemos llegar al número decimal 
51,634 
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si se ha obtenido: 


m=Sl; m=6; m=}; moi; m=0=m= 
Este número decimal es racional, como ya se indicó en el párrafo 7 del 
su 
pr ad 


10 
Observemos que un razonamiento similar al hecho a propósito de la figura 52. 


sugiere que si ahora tratamos de representar gráficamente el múmero racional anterior, 
de acuerdo con el párrafo 6 del $ anterior, obtenemos un punto S, tal que la me 


de OS con el segmento unidad OU es 
516% 


lo que en general puede expresarse diciendo que la definición que acaba de hacerse de 
la biyección b=! es tal que la aplicación 5-1 +, de la figura 5.1, es la aplicación idéntica. 


Si el número decimal obtenido hubiera sido periódico, como por ejem 
15423232323 ... 


que se escribe abreviadamente, como es sabido, en la forma 


1543 
se trataría también de un número racional, pues 
1543 =154+002 
luego. 
100 15.423 =1542,383 =1542,3+0,023 
Por tanto, 


| 100x1548 =1542,3+0,023 
1543= 154+0023 
5 PR mundo 

(100-1)x 15,423 =15423—154 
99% 1542 =15423-154 


10:99 x 15,423 =15423 —154 


| is423-154 
350 


15423 


Hemos visto que si el número decimal obtenido como resultado de la me- 
dida es periódico, entonces también existe un número racional igual a él. 


A a A AAA 


EJERCICIOS 


6.1. Busque una fracción perteneciente a cada uno de los números racionales cuyas 
respectivas expresiones decimales son: 


o Th B 557 19 
62 Obtenga la expresión decimal del número racional > operando como se indica 
a continuación: 


siendo 
2 2 2 20 
TEES 10x2) =01 2, 
70 0. (107) =00 
iran 20 _27+6_,,6 
24, 
7 7 
luego 
LARS] 20 6 
Par 0 140,1 x (247) = 
JD AAO (27) 
6 6 
=1+ (0240,1 xÉ) =0+0,2)+0,1x $5 
+ (02 0, >) TES 
=12+01xŚ 
7 
es decir 


, 6 
2201 
A 


Continúe el mismo proceso, ahora a partir de + hasta obtener finalmente 
la expresión decimal periódica: 
1285714 
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6.3 Elija otros números racionales y compruebe que la expresión decimal 
tante al dividir el numerador por el denominador, de una cualquiera de 
fracciones que determinan ese racional, es periódica (o bien posee un 

finito de cifras decimales, si se trata de un número racional decimal, 
se indicó en el párrafo 7 del 5 anterior). Demuestre que este resultado 


Hemos visto que las expresiones decimales con un número finito de 
decimales y las periódicas son números racionales, y recíprocamente, es 
cir, todo racional admite una expresión decimal periódica o con un número 
nito de cifras decimales (ejercicios 6.2 y 63). 

Por último, si como resultado de medir el segmento 5 con el 


Resumiendo los resultados obteni 


———— | * Expresión decimal con número finito de cifras 
[ña ional | <> | decimales mo nulas, o bien 
+ Expresión decimal periódica. 


[racional | <> 


| + Expresión decimal con infinitas cifras decimales 
no periódicas 


Un ejemplo de irracional es el número resultante de medir la diagonal 
cuadrado con su lado (figura 1.1). 

En otras palabras, la expresión decimal del número v’? posee 
cifras decimales y es no periódica: 


v2=1,4142 


Otro ejemplo es el número m, resultante de medir la circunferencia 
tificada con su diámetro. 


La teoría del múmero real hoy se encuentra completamente elaborada y 
estudiarse con independencia del problema de la medida de segmentos que lo 
En el libro: AbELLANAS, Elementos de Matemáticas, se construye el número real 
partir de sucesiones de racionales, como cuerpo de cociente de un anillo respecto 
un ideal primo. Una exposición más clásica la encontrará en el libro: REY Ps 
Análisis algebraico, donde se construye el número real a partir de sucesiones me 
convergentes. 
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7. El sentido de aproximación; números 
aproximados 


En el lenguaje habitual es frecuente oír la expresión «...es aproximada- 
“mente igual a ...». Muchas veces nos parece que esta expresión se utiliza in- 
“adecuadamente. Son las experiencias del mundo sensible que a lo largo de la 
“vida vamos adquiriendo a través de nuestros sentidos las que permiten des- 
“arrollar este sentido de aproximación, que en opinión de algunos puede des- 
arrollarse educándolo, 

Puede ser interesante iniciar a los niños de los últimos grados en tal sen- 
Sdo, haciéndoles ver, mediante situaciones adecuadas, la necesidad de ma- 
ajar a veces números aproximados, 

Ya hemos visto, en el párrafo 6, que como resultado de una medida se 
puede obtener un número irracional, cuya expresión decimal posee infinitas 
tras decimales. En escribir tal expresión se tardaría un tiempo infinito, por 
Jo que estos números tienen un interés puramente teórico, 

Por otra parte, la imperfección de los aparatos de medida impide que como 
sesultado de las medidas experimentales pueda continuarse indefinidamente 
la determinación de cifras decimales. 

Por estas causas, en la práctica, los números irracionales y los racionales 
suya expresión decimal sea complicada son sustituidos por racionales cuya 
expresión decimal sea sencilla, es decir, con pocas cifras decimales. 

Estos valores aproximados sustituyen, en la práctica, a los valores exactos, 
imposibles de obtener por las razones antedichas. 

Para mayor simplicidad supondremos positivos los resultados de las me- 
Sidas que manejaremos, pues no hay dificultad en extender las consecuencias 
a que lleguemos a números cualesquiera, positivos y negativos. 


E. Error absoluto y relativo; cotas 

Supongamos que se ha tomado a” como valor aproximado del valor exac- 
so a. Entonces se llama error absoluto a la diferencia entre el valor aproxima- 
do y el valor exacto, es decir, 

Error absoluto=d -a 
+ EJEMPLO 8.1: Si como valor aproximado de yZ tomamos 1,4142, el error 
absoluto cometido será: 
14142- /2. 


Si el valor aproximado es menor que el exacto, la aproximación se dice 
por defecto, y si es mayor, por exceso. Así, 1,414 será un valor aproximado 
por defecto de 4/2, y 1,415 por exceso. 
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Generalmente, los valores exactos son desconocidos. Por ejemplo, 
se trata de resultados de medidas, lo único conocido son los valores 
mados, resultados de medir. Entonces lo interesante es conocer una cota 
error absoluto cometido, es decir, un múmero racional positivo, tal que, 
valor absoluto del error absoluto cometido sea, con toda seguridad, 
que dicha cota de error absoluto. 

En la figura 8.1 se muestra un esquema que permite visualizar esta i 
basado en la biyección existente entre puntos de la recta y números 


exacto a, desconocido. Decir que la cota de error absoluto de a” es ca) 
nifica que el valor exacto, desconocido, está comprendido entre d'— c(d) 
d+c(a), con toda seguridad, es decir, que 


d-dd)<a<d + dd) 


o sea que aunque el valor exacto de a sea desconocido, su imagen, en la bi 
ción b del párrafo 1, es un punto interior al segmento cuyos extremos son 
puntos imágenes de los números d'—c(d) y d'+c(d) en la biyección b, 
por ejemplo, el que se indica en rojo en la figura 8.1. Por tanto, la distancia 
entre los puntos b(a) y bía) es menor que cla’), es decir, 


|Error absoluto] =|4'—a| < cta) 


EJERCICIO 


8.1 Demostrar que 
dde) <a <et ela) > [el < ete) 


+ EJEMPLO 8.2: Si decimos que la estatura de una persona es 1,76 m como 
valor aproximado, siendo la cota de error absoluto 0,01 m, significa que el 
valor exacto es mayor que 1,75 m y menor que 1,77 m. | 


* EfempLO 8.3: Supongamos que al calcular el número irracional /2 hemos 
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obtenido como valor aproximado 1,4142. Decir que estas cifras son todas exac- 
tas significa que el valor exacto de /2 está comprendido entre 1,4142 y 
14183. 


Nota: Es frecuente entre principiantes dar como exactas cifras que no lo 
son. Así, en el ejemplo 8.2, donde la cota de error absoluto es 0,01 m, es de- 
cir, un cm, sería absurdo dar como valor aproximado 


1,761053 m 


ya que las cuatro últimas cifras decimales son inútiles, por afectar la cota 
de error a la segunda cifra decimal. 


aastst 

EJERCICIOS 

8.2 Hallar varias cotas del error absoluto cometido en el ejemplo 83. ¿Cuál es 
la menor cota posible en este caso? 

83 Si decimos que las cifras 


3,14159 


obtenidas al caicular el número irracional = son exactas, ¿entre qué valores 
está comprendida su valor exacto? ¿Cuál es la menor cota del error absoluto 
que se comete al tomar este valor aproximado de =, suponiendo que no 
conocemos cuál es la siguiente cifra decimal? 


il __A<AKAKAAAA<sms< 


El error absoluto no informa demasiado de si el error cometido es grande 

o pequeño. Por ejemplo, decir que la cota de error absoluto es de 0,05 m es 

dar una información incompleta, ya que esta cota de error es pequeña si se 

están midiendo longitudes del orden de kilómetros, pero grande si se trata de 

un valor aproximado de medio metro. Interesa, pues, comparar el error abso- 

luto con el valor exacto, lo que nos lleva a establecer la siguiente definición: 
Se llama error relativo al cociente entre el error absoluto y el valor exac- 

to, es decir 

error absoluto _ a 

valor exacto 


+ EjeupLo 84: Al tomar como valor aproximado de /2 el valor 1,4142 se 
comete un error relativo igual a 

1414 

y 


Como el valor exacto es habitualmente desconocido, más interesante que 
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el error relativo es obtener una cota de error relativo, es decir, un número] 
racional positivo, tal que el valor absoluto del error relativo sea menor que | 
dicha cota de error relativo. Por tanto, si a” es el valor aproximado, del valor 
exacto a, una cota de error relativo será un número positivo a, tal que 


le 


© EJEMPLO 8.5: Tratemos de calcular una cota de error relativo para el caso 
descrito en el ejemplo 8.2. Tendremos: 


[1,76-valor exacto] < 0,01 =cota error absoluto 


o [Z6-valor exacto; $ om 001 
Jerror e eo valor exacto $ 175 


valor exacto >1,75 
Por tanto, 


luego una cota del error relativo es 
001 
1,75 
A  -_AA A 


EJERCICIOS 
84 Sean a,f,y € Qs; 840% y. Demostrar que 


ada) 


Compare para ello con el ejemplo 8.5 y haga uso del ejercicio anterior. 


Nota: En el ejercicio anterior y en todo lo que sigue, se supone que 
daa 


es decir, que cía) es mucho menor que d, como ocurre de hecho en las 
aplicaciones. 
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FẸ Errores en las operaciones 


= PROPOSICIÓN 9.1: Sean 


valor aproximado: `d 
valor exacto: a 
cota de error absoluto: cla) | cota de error absoluto: ctb) 


Se verifica 
[(d+b)-(a+b) < a) + 00) 


decir, la suma de las cotas de error absoluto de dos números aproximados 
es cota del error absoluto de su suma. 


Demostración: 
d-dd)<a<d +da) 
E-AN) <b <H +A) 
WENANENN atb L+H ADN 


ÌO SME 


EJERCICIOS 


9.1 Haga un esquema similar al de la figura 8.1 para visualizar la demostración 
anterior, 


9.2 Demostrar que Ya, 8 EQ 
la+8|<la|+lal;  la-8|<]a|+! 


93 A partir del ejercicio anterior, demuestre la proposición 9.1, teniendo en 
cuenta que 


la +0) (0+b)/</0'a| +]0'=b) 


9.4 Probar que «la suma de las cotas de error absoluto de dos números apro- 
ximados es cota del error absoluto de la diferencia de esos números aproxi- 
mados», Haga la demostración de dos modos, como la hecha para la pro- 
posición 9.1 y apoyándose en el ejercicio 9.2. 


* PROPOSICIÓN 9.2: Sean 


valor aproximado: a valor aproximado: $" 

válor exacto: a valor exacto: b 

cota de error absoluto: c(a’) cota de error absoluto: c(b) 
cota de error relativo: cría) cota de error relativo: cr(b) 
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crid -b') = cría) + crib) 


es decir, la cota de error relativo del producto d':}' es aproximadamente igual 
a la suma de las cotas de los errores relativos de d y b' (supuesto que la cota 
de error absoluto de uno de los valores aproximados es mucho menor que su 
valor aproximado). 
Demostración: valor aproximado: d'b. 
valor exacto: ab 
error absoluto: dd —ab 


error relativo- LP- _ (al ab) (ab 0D) dal, abad _ 
A E O ab a ab 
E R Dik St LE <ad+ an 


ALE = v xb => 721 


* EJEMPLO 9.1: Supongamos un campo rectangular del que se han medido 
ambas dimensiones, obteniéndose los siguientes valores aproximados, con las 
cotas de error absoluto que se indican: 


d-28,12 m Y'=1537 m 
da)=0,01 m | cb)=0.01 m 


En la demostración anterior se tendría: 
b')=0,01 15,37 =b" 


Como 
es decir 
1537 5 
15,37+001 `b 
o sea 


09993 < Z < 1,0007 


Por tanto, el error relativo del valor aproximado a'b’ del área del campo 
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rectangular será: 


Y <a) Ë+ ae) <a)10007+ 407 = 


5 
ool 001 
a rr ~ 


c= 0,00036 x 1,0007 + 0,00066 == 0,00036 + 0,00066 ~ 0,001 


EJERCICIOS 
9.5 En las mismas condiciones de la proposición anterior, probar que 
€ 
a ($) erea 
9.6 Probar que 
ento”) = nserlo) 


siendo n un número natural mayor que uno y supuesto que e(a) «e. 
9.7 Demostrar que, en la misma hipótesis del ejercicio anterior 


ervi = Jeo 


En el ejemplo 9.1 se ha calculado una cota de error para el resultado de 
operar con números aproximados cuyas cotas de error conocemos. Muchas 
veces se presenta también el problema inverso del que se acaba de i.dicar, 
es decir, el problema de calcular las cotas máximas de error, acer.ables en 
ciertas medidas, para que al operar con los números aproximadc.., obtenidos 
como resultados de esas medidas, se obtenga un número aproximado cuya 
cota de error haya sido fijada de antemano. Así, por ejemplo, si se desea ob- 
tener el área de un rectángulo con error menor de 0.0001 m?, ¿cuál será la 
máxima cota de error aceptable -u 1as medidas de sus lados? 

Nos contentaremos con plantear el problema. Si el lector desea ampliar este 
estudio, puede consultar el libro: J. Re Pastor, Análisis algebraico. 


10. Conjunto de los números complejos 

En el cuerpo de los números reales no es posible realizar algunas opera- 
ciones aritméticas. Así, en el cuerpo real, no existe la raíz cuadrada de —1, 
es decir, no hay ningún número real cuyo cuadrado sea igual a —1, ya que 
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el cuadrado de cualquier número real es positivo, como se deduce sin más 
que tener en cuenta las reglas de los signos del producto de reales, similares 
a las de enteros, 

Por ello hemos de volver a ampliar el concepto de número. Tratemos de 
construir un conjunto de números que contenga a los reales y en el cual exis- 
ta la raíz cuadrada de —1. Dicha raíz cuadrada de —1 se representa habi- 
tualmente por i, es decir, sea 


iia 
Designemos por C al nuevo conjunto de número que estamos construyen- 


do. Hemos dicho que deseamos que C sea un superconjunto del conjunto R, 
de los reales, es decir, que 


RCC 
y como además ha de verificarse 
iec 
tendremos que 
RU{i}CC 


Deseamos definir las operaciones en C, de modo que la suma de dos ele- 
mentos de C sea otro elemento de C y el producto de dos elementos de C 
sea otro elemento de C, es decir, de modo que el conjunto C sea cerrado 
(párrafo 1 del $ 5) respecto de la suma y el producto. Además deseamos que 
la suma y el producto en C sean generalización de la suma y producto en R, 
con las mismas propiedades que tienen éstos. Por tanto, las expresiones de 
la forma 

A 


donde r, s, t, u, v, .... son reales (y donde + y - son los signos convenciona- 
les representativos de la suma y el producto en C), ha de ser otro elemento 
de C. Pero teniendo en cuenta que 


J-i=zi = 


se puede simplificar la expresión anterior, según vamos a ver. 


EJERCICIOS 
10.1 Teniendo en cuenta que 
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demostrar que cualquiera que sea el número natural n, la potencia 
A 


es igual a uno de los cuatro siguientes resultados: 
LL 4 -i 


102. Demostrar que, teniendo en cuenta el ejercicio anterior, toda expresión de 
forma 


PARADA 0 ER 


se puede escribir en la forma 
atbi abER 


El conjunto C, que estamos formando, es precisamente el conjunto de las 
expresiones de la forma 


usbi 
donde a y b son números reales. 
A las expresiones de forma 
asbi abER 


se les llama números complejos. El conjunto C, de estas expresiones, se Na- 
mará, por tanto, conjunto de los números complejos. 
Abreviadamente: 


C=(a+bi|a, DER; P=-1) 


Al número real a se le llama parte real y al b parte imaginaria del com- 
plejo a+ bi 


* EJEMPLOS: Son números complejos: 


245i; SE 


EJERCICIO 
10.3 Diga cuáles son la parte real y la imaginaria de los complejos siguientes: 
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Si designamos R? al conjunto producto RxR, del conjunto R, de los 
reales, por sí mismo, consideremos la aplicación 
-tc 
que asocia a cada pareja ordenada de reales 
(a,b) 


el número complejo 
a+bi 


Veamos que, definiendo las operaciones en C de acuerdo con lo dicho 
anteriormente, la aplicación f es una biyección. 
En efecto: Sean (a, b) y (c, d) dos parejas distintas, pertenecientes a R°. 
Veamos que ha de ser a+ biz c+di. 
Pueden presentarse dos casos: 


Primer caso: b%d. 


Si fuera a+bi=c+di 


a-c=di-bi 
a-c=(d-b)i 
A pe | 
3 b | =>¡ER ¡absurdo! 
pero y oR | 
Segundo caso: d=b. 


Luego, para que las parejas 
(ab) y (c,d) 


sean distintas, ha de ser 
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E una biyección, a los números complejos se les puede considerar como pa- 
rejas ordenadas de números reales, por lo que se emplea frecuentemente 
la notación 


(a,b) 
para designar al complejo 
e abi 


1. El cuerpo de los números complejos 


De acuerdo con lo indicado en el párrafo anterior, se establecen las si- 
sientes definiciones: 
CONJUNTO DB LOS NÚMEROS COMPLEJOS: 
C=(a+bi|a,bER) 
IGUALDAD DE COMPLEJOS: 
asbincndi <> Ls 


SUMA DE COMPLEJOS: 


(a+bD+(c+di = (a+0)+(0+ di 
pa 
* EJEMPLO: 
04394(4+12)=0+0+G+12i=6+ 151 
A 
EJERCICIOS 
11.1 Efectuar las sumas de complejos siguientes: 
3 

(6+80+ (+3 

0+59+0-40 

(6+2)+(-10+0 


11.2 Escribir la propiedad conmutativa de la suma de complejos. Comprobarla 
con un ejemplo. Demostrarla. Decir de qué propiedad de los reales es con- 
secuencia. 


113 Lo mismo para la asociativa. 
11.4 Demostrar que el complejo 
0+0% 
es el elemento neutro de la suma 
11.5. Escribir el opuesto del complejo 2—3i. Generalice el resultado, 


AA A 
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* PROPOSICIÓN 11.1: (C, +) es un grupo conmutativo. 


EJERCICIOS 
11.6 Efectuar el producto de complejos: 
(0+49-(5+15 
admitiendo, para el producto de complejos, las mismas propiedades del pro- 


ducto de reales, teniendo en cuenta que F según se vio en el párrafo 
anterior. 


11.7 Teniendo en cuenta las indicaciones del ejercicio anterior, verificar la igualdad: 
(a+00) (e +di)=(0c—bd) + (ad +beji 


donde a, b, ¢, dE R. 


Los dos ejercicios anteriores permiten establecer: 
PRODUCTO DE COMPLEJOS: Y a, b, c, d € R 
(a+bi)-(c+di)=(ac — bd) + (ad + beji 


EJERCICIOS 


11.8 Repetir los ejercicios 11.1, 11.2 y 11.3 cambiando suma por producto. 
11.9 Demostrar que el complejo 


1+0; 


es el elemento neutro del producto. 


* Proposición 11.2: (C, -) es un semigrupo conmutativo y con elements 
unidad. 


* DEFINICIÓN: Se llama conjugado del complejo 


a+bi 


al complejo 
a-bi 
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EJERCICIOS 


ELIO Hallar los conjugados de cada uno, de los complejos siguientes: 
3 
2435 325 5 u 
` Tat a 


SLAI Comprobar, con varios ejemplos, que el producto de un complejo por su 
conjugado es real. 
BLI? Generalizar lo afirmado en el ejercicio anterior, demostrando que 
(a+b) (a-b) =a +b 


E 


Como consecuencia del ejercicio anterior, el inverso del complejo no nulo 
a+bi 


es el complejo 


Compruébelo con ejemplos y demuéstrelo. 
ELit Demostrar que el producto de complejos es distributivo respecto de la 
suma. 


[Como consecuencia de los dos ejercicios anteriores y de las proposicio- 
[æi y 112: 


[= Teorema 11.3: (C, +, +) es un cuerpo conmutativo. 


| 


EJERCICIOS 


215 Resolver la ecuación: 
| (50+(1+0x=2-4 


| hallando el complejo x que la satisface. 
| aa Demostrar que la aplicación 
IR> c 

| que asocia a cada número real a el complejo «+01 es inyectiva, ¿Es biyec- 
tiva esta aplicación? ¿Es j un homomorfismo del cuerpo R en el cuerpo C? 


397 


El ejercicio anterior permite escribir: 
RCC 
A los complejos que no son'reales, es decir, a los complejos cuya parte 
imaginaria no es nula, se les llama imaginarios. 
z 
5 
540; 4; 0+0 no lo son 
A los imaginarios cuya parte real es nula se les llama imaginarios puros. 


* EjempLOS: 2+3i; 4i son imaginarios. 


EJERCICIOS 
11.17 Abreviadamente diremos que el complejo 
atdi 
es real si b=0. Exprese abreviadamente las condiciones que ha de veri- 


ficar 
atoi 


para ser «Imaginario» e «imaginario puro», respectivamente. 
11.18 De lo dicho anteriormente se deduce que 


NCZCOCRCC 
Esquematícelo con figuras similares a las 5.3 y 5.4 


12. Representación gráfica de los complejos 


Sea TI el conjunto de los puntos del plano. Fijado un sistema de coor- 
denadas cartesianas rectangulares en el plano (párrafo 10 del $ 8), a cada pun- 
to PETI podemos asociar una pareja ordenada de números reales, su abscisa 
y su ordenada. Se tiene así la aplicación 


n—5r 
que es una biyección. Consideremos también la aplicación: 
t 


pce 
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en el párrafo 1, La aplicación compuesta de ambas: 
1" "” T] 
€ pe 


a cada punto P, del plano, el número complejo a+bi, siendo a la 
y b la ordenada del punto P, como muestra la figura 12.1. 


“aplicación producto fg es una biyección, por serlo f y g. Por tanto, los 

complejos se pueden representar gráficamente mediante puntos de 

A este plano, sobre el que se representan los complejos, se le llama 

“complejo o plano de ARGAND, pues este matemático encontró, a prin- 
la representación gráfica de que hablamos. 


Representar, sobre el plano de Argand, los complejos: 
3t 1y o ga so -a 
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23 


ns 


ns 


126 


n27 


ns 


Dos complejos conjugados se representan, sobre el plano complejo, sobre 
dos puntos simétricos respecto de una recta. ¿Cuál es esa recta? 


Dos complejos opuestos se representan sobre el plano complejo sobre dos 
puntos simétricos repecto de un punto. ¿Cuál es ese punto? 


Demostrar que la aplicación: 
che 
que asocia a cada complejo su conjugado: 
arbi ab | 


es isomorfismo de (C, +, -) en (C, +, -). Los isomorfismos de una estruc- 
tura, en este caso (C, +, -), en sí mismo se llaman «automorfismos». 
Hallar el conjugado del conjugado del complejo 


a+bi 


| 
siendo h la aplicación del ejercicio anterior, ¿Cuál es la aplicación come 
puesta A o A? 


¿Es la aplicación: 
1>2 


que asocia a cada entero su opuesto un automorfismo de (Z, +, -)? 
Se llama módulo del número complejo 


a+bi 
al número real 
+E 
Demostrar que la aplicación 
módulo 
c R 
en (R) 


se representa habitualmente por |z|. 

Halle el módulo de varios complejos e interprete geométricamente su mó- 
dulo sobre la figura 12.1. 

Se llama argumento de un número complejo a+bi al ángulo orientado Á. 
cuya semirrecta origen es la semirrecta de abscisas positivas y cuya semi- 
rrecta extremo es aquella cuyo origen es el origen de coordenadas y que 
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contiene al punto P sobre el que se representa a+bi, como se muestra 
en la figura 12.2. y 


Figura 122 


Hallar el argumento de los complejos siguientes: 
24M HA ~i 
Un complejo queda determinado por su módulo y su argumento. Buscar 


las expresiones que relacionan el módulo y argumento de un complejo con 
sus partes real e imaginaria, teniendo en cuenta la definición de seno, 


coseno y tangente del ángulo 2, dados en el Bachillerato. 
Entre los complejos se define la siguiente relación R 


a<e o bien 


parar ds = a bsd 


Demostrar que es de orden total e interpretarla gráficamente sobre la 
figura 12.1, Compruebe que esta ordenación es compatible con +. 


Estudiar si es de orden la relación R' tal que 


Ri hal<; Ya EC 
se 
Comprobar que 
16-44 
Calcular 
ya 
Resolver la ecuación: 
AH 10x+34=0 


En el cuerpo complejo pueden verificarse todas las operaciones aritméticas 
elementales. Además ya no es posible volver a ampliar el concepto de núme- 
ro, es decir, no puede construirse un cuerpo cuyos elementos sean ternas, etc., 
de números reales, según demostró el gran matemático alemán WEIERSTRASS. 


Si se desea profundizar más en el estudio de complejos y estudiar cómo el problema 
de la radicación, logaritmación, etc., siempre tiene solución en el cuerpo complejo, puede 
consultarse el libro Rey Pastor, Andiisis Algebraico, Madrid, 1961, capítulo XI. 
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13 MAGNITUDES 


1. Concepto de magnitud 


Habitualmente se definía antes el concepto de magnitud diciendo ques 
«magnitud es una cantidad que puede aumentar y disminuir», y se definía, 
el concepto de cantidad diciendo que «cantidad es todo aquello que se pue: 
de medir», con lo que se caía en un círculo vicioso, Actualmente se define 
el concepto de magnitud en la forma siguiente: 


+ DeriNIciÓN 1.1: Una magnitud es un semigrupo conmutativo y ordenado, 

Recordemos que un semigrupo se dice ordenado cuando entre sus elet 
se ha definido una relación de orden, compatible con la operación de 
del semigrupo (véase párrafo 7 del $ 9. | 


+ DEFINICIÓN 1.2: Se llaman cantidades a los elementos del semigrupo 
constituye la magnitud. 

El semigrupo conmutativo y ordenado, que constituye la magnitud, 
que sea grupo o que no lo sea. Si no es grupo, se dice que se trata de 
magnitud absoluta, y si es grupo diremos que estamos ante una magnitud 
lativa. 

Por tratarse de semigrupos, o grupos, conmutativos, suele adoptarse, 
las magnitudes, notación aditiva. Por ello suele decirse que «una magni 
es un semigrupo (o grupo) aditivo y ordenado». La ordenación puede ser 
cial o total. 

Resumiendo: una magnitud, M, es un conjunto, S, sobre el que están 
finidas una operación, +, que da a S estructura de semigrupo (que puede 
grupo) y una relación de orden, R, compatible con la operación +, es 
tal que: 


aRb 


pe (a+c)R(b+d) | 


| 
| 
donde a, b, c y d son cantidades cualesquiera, es decir, cualesquiera elema 
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os del semigrupo. Abreviadamente escribiremos 
M=4S, +,R) 


«y diremos que la magnitud M es absoluta si el semigrupo (S, +) no es grupo, 
J relativa si lo es 


2 Longitud 


Consideremos dos puntos, A y B, del plano. Si son distintos, determinan 
asa recta única. El punto A define, sobre esa recta, dos semirrectas, de ori- 
ges el punto A. Consideremos, de ellas, la que contiene el punto B. Designa- 
emos por As a esta semirrecta (marcada en rojo en la figura 2.1). 


-_EXtILI a ————— —— 
y 8 


Figura 21 
Sea Ba la semirrecta de origen B, que pasa por A (en negro en la figu- 


+2 21). Consideremos a estas semirrectas como conjunto de puntos. La inter- 
[ción de ambas semirrectas es, por definición, el segmento fijo AB, es decir: 


= DEFINICIÓN 2.1: 


=As N Ba 


| Sea S el conjunto de los segmentos fijos del plano. Vamos a establecer 
[za relación entre los elementos de S, es decir, entre los segmentos fijos del 
gmo. Para comparar dos segmentos fijos, AB y CD, en esta relación opera- 
¡Eos como se indica seguidamente: consideremos un extremo cualquiera, B, por 
amplo, del segmento fijo AB, y otro extremo, C, por ejemplo, del segmento 
Sio CD. Sea e la mediatriz del segmento fijo BC (figura 2.2). Consideremos la 
«gmetría axial (ejemplo 1.4 del $ 4) respecto de la recta e. El punto B se trans- 
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forma en el C, en esta simetría de eje e, y el A en el A’, que, en general, será 
distinto del D. El segmento fijo AB se ha transformado, en esta simetría 
axial, en el segmento fijo AC. Consideremos ahora las semirrectas Cy y Cp. 
Sea e' la bisectriz del ángulo cuyas semirrectas extremos son Cy y Cp. En 
la simetría axial de eje e el punto A' se transformará en un punto de la 
semirrecta Cp, que puede o no coincidir con D. Si coincide con D, el trans- 
formado del segmento fijo AC, en la simetría de eje e”, será el segmento fijo 
DC. De este modo se ha transformado el segmento fijo AB en el CD mediante 
dos simetrías. En cambio, el segmento fijo HB, de la misma figura, no se trans- | 
forma en CD, sino en el CF. 0 

$ DEFINICIÓN 2.2: Diremos que el segmento fijo AB está relacionado con el 
TD y escribiremos 


AB=CD 
si mediante un número finito de simetrias axiales, se puede transformar AB 
en CD, 


EJERCICIO 
2.1 Demostrar que la relación =, entre los elementos de S, es de equivalencia. 


A las clases así producidas se les llama segmentos. Al conjunto de 
segmentos lo designaremos por E. Por tanto: 


1=5/= 
Cada segmento fijo, AB, define un segmento ((AB)), que es la clase 


mada por todos los segmentos fijos relacionados con AB. Representaremos 
los segmentos por minúsculas con una barra superior: O 0 es 


3=(a,b, 


EJERCICIO 
2.2 Dados un segmento ((48)) y una semirrecta h, de origen O (figura 


Figura 23 


construya un segmento fijo OM, tal que, verifique las dos condiciones si- 
_galentes: 


OHCh  OHE((AB)) 


23: Dos segmentos fijos, AB y CD, se dicen consecutivos si 
un extremo común y ningún otro punto común y además ambos están 
en una misma recta (figura 24). 


€ > 
1 > 
E 
Figura 24 
DEFINICIÓN 24: Aria aa A AA 
Jos consecutivos, tales 
Ren 3TEñ 


el segmento {{RT}} se llama suma de los segmentos F y ñ (fi- 


que una vez elegido el segmento fijo RS, el ST puede construirse 
apkope iaiia Ae enpe N 
en F y no en S. 


EJERCICIOS 


2.3 Comprobar que la suma de segmentos no depende del representante 


* PROPOSICIÓN 2.1: ($, +) es un semigrupo conmutativo. 
+ DEFINICIÓN 25: Diremos que el segmento d es menor o igual que el 
mento B y escribiremos 


si existe un segmento, f, cuya suma con á sea igual a B. 
Abreviadamente: 


ah | < | IREX; h+ 
Se zed 


EJERCICIO 
2.5 Compruebe que la relación <, entre segmentos, es de orden total y 


tible con la suma de segmentos, razonando como en el párrafo 7 del $ 9 
hizo con números naturales, Ñ 


De la proposición 2.1 y del ejercicio anterior se deduce: 


* TEOREMA 22: (E, +, <) es uná magnitud. 
Esta magnitud se lama LONGITUD. 


EJERCICIOS 


2.6 ¿Por qué se dice que (Œ, +, <) es una magnitud absoluta? 
2.7 ¿Cuáles son las cantidades de esta magnitud? 
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4 Amplitud 


Vamos a realizar, para ángulos, un estudio paralelo al realizado para seg- 
mestos en el párrafo anterior. Sea A el conjunto de los ángulos fijos del plano. 


= DEFINICIÓN 3.1: Diremos que el ángulo fijo. A está relacionado con el án- 
plo fijo Ê, lo que expresaremos escribiendo 


A=B 


UE mediante un número finito de simetrias axiales se puede transformar À 
cn Ê (figura 3.1). 


Ev 


Nota 3.1: La relación anterior es útil para comparar ángulos convexos y, 
no lo haremos, se puede extender para comparar ángulos cualesquiera. 


Figura 3.1 


icicios 


(31. Explique cómo se han elegido las rectas e y e' ŭe la figura 3.1 
32 Demuestre que la relación =, entre ángulos fijos, es de equivalencia, 


| A das clases así producidas se les llama ángulos. El conjunto de los 
“iegalos será, pues, el conjunto cociente: 


A= 


| Representaremos a los ángulos en la forma: á, Ó, €, .... es decir, 


} 


A=(4, b, c, 
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EJERCICIOS 


33 Dado el ángulo ((2)), definido por el ángulo fijo 4, y dada una 
ta h (figura 3.2), construya un ángulo fijo una de cuyas semirrectas e 


sea h y que pertenezca a la clase ((2)). ¿Cuántas soluciones existen? 


2 a 


Figura 3.2 Figura 33 


34 Defina ángulos fijos consecutivos (figura 3.3), ayudándose de la 
ción 23, 


3.5 Defina la suma de ángulos, ayudándose de la definición 2.4, Haga para 
un esquema análogo al que en la figura 2.5 se hizo para segmentos. 


3.6 Haga, para ángulos, ejercicios similares a los 2.3 y 24. 


3.7 Delina la relación <, para ángulos, de modo análogo a la definición 
y realice el ejercicio 2,5 cambiando la palabra «segmento» por «i 


* Teorema 3.1: (4, +, <) es una magnitud absoluta. 
Esta magnitud se llama amplitud. 


4. Extensión 


Sea P el conjunto de los polígonos fijos del plano y tratemos de 
una relación de equivalencia entre los elementos de P. Consideraremos 
polígonos como conjuntos de puntos, incluidos los de sus lados, 


EJERCICIOS 
4.1 Defina el triángulo fijo como intersección de tres semiplanos. 
42 Defina polígono a partir de triángulos. 

43 Defina polígono a partir de línea poligonal. 
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4.1: Diremos que los triángulos fijos 
TT, sy Te 


una descomposición del poligono fijo M, si recubren M y además, 
s cualesquiera de estos triángulos fijos tienen en común uno de los. siguien- 
conjuntos: 


a) un segmento fijo; 
b) um punto fijo; 
©) el conjunto vacio. 
EjempLO 4.1: Sea el polígono fijo M, de la figura 4.1. Los triángulos fijos 
Tu Ta To Ti 


Figura 4.1 


E~ una descomposición de M, pues 
TUTUT UT,UT,=M 
T,NT,=FC; T¡NT,= TONT=9; NNT:=Ø 
T,NT,=GC; T¡NT,=G; T,NT,=9 
T,NT=HB 
T.NT:=AH 


H 
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EJERCICIOS 


4.4 Dibuje varios polígonos fijos y descompóngalos en triángulos fijos. 
4.5 Recubra un poligono fijo con triángulos fijos, de modo que no obtenga 
«descomposición: 


4.6 ¿Por qué una descomposición no es una partición? 


* DEFINICIÓN 4.2: (1* parte) Diremos que el triángulo fijo T está 
nado con el triángulo fijo T”, lo que expresaremos escribiendo: 


T=T 


si mediante un número finito de simetrias axiales se puede transformar 
en T' (figura 4.2). 


EJERCICIO 


4.7 Explique cómo se han elegido las rectas e, «' y e” de la figura 4.2. 


+ DerinicióN 42: (2* parte) Diremos que el polígono fijo M está 
nado con el M', lo que expresaremos escribiendo 


M=M 
si se puede efectuar una descomposición 
Ty Ta 
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de M y una descomposición 


de M’, tales que 


Tı 


T, 


e. T=Tx 


* EjempLo 4.2: El paralelogramo M está relacionado con el exágono M' (fi- 
gara 4.3), según se comprueba inmediatamente. 


EJERCICIOS 


48 Demuestre que la relación =, entre polígonos fijos, es de equivalencia. 
AS Ponga varios ejemplos de polígonos fijos equivalentes. 


A las clases así producidas se les llama polígonos. Al conjunto de los 
gonos lo designaremos por 6, es decir, 


O=P|= 
| Representaremos a los polígonos por letras minúsculas: p, q, r, .., es 
ai, 

O=1P,q,F,...) 


[= Desinición 43: Diremos que dos polígonos, R y N, son consecutivos si 
[ax intersección es un segmento fijo (figura 4.4). 


Figura 44 
a 


EJERCICIO 


4.10 Comprobar que si R y N son dos polígonos fijos consecutivos, ent 
RUN es otro polígono fijo. 


* DEFINICIÓN 4.4: Dados dos poligonos, r y n. sean R y N dos polí 
fijos consecutivos, tales que 


REr; NEn 
Entonces el polígono 


((RUN)) 


se llama suma de los polígonos r y n. 
Esquemáticamente: 


R omar 
N 


EJERCICIO 
4.11 Realice ejercicios similares a los 3.6 y 3.7, pero ahora para polígonos, 


* TEOREMA 4.1: (0, +, <) es una magnitud absoluta. 

Esta magnitud se llama EXTENSIÓN O ÁREA. 

Nota: El estudio anterior de la magnitud extensión de polígonos es 
ceptible de ampliarse a recintos cualesquiera. 


EJERCICIO 


4.12 Si en el estudio anterior sustituimos la palabra «polígono» por « 
y «triángulo» por «triedro», obtenemos la magnitud «volumen», 
inti a como me ha obtenido la maupalad cestención», Desscro 
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5. Otros ejemplos de magnitud 


* EJEMPLO 5. 
cunferencia € 


Sean A y B dos puntos distintos pertenecientes a una cir- 
centro O (figura 5.1). La recta AB determina dos semi 


Figura 5.1 Figura 52 


nos. Consideremos el que no contiene al punto O. Su intersección con la cir- 
cunferencia c es el arco fijo ÁB. En el conjunto C de los arcos fijos de la 
circunferencia c se establece una relación de equivalencia, diciendo que ÁB 
está relacionado con CD (figura 5.2), si mediante un número finito de sime- 
trias axiales se puede transformar ÁB en CD. A las clases así obtenidas se 
les llama arcos. Representaremos por C el conjunto de los arcos. 


EJERCICIOS 


5.1 Haga un estudio similar al del párrafo 3 hasta llegar a construir la mag- 
nitud «arco». 
5.2 Compruebe si son magnitudes: 
a) (N, +, <), donde N es el conjunto de los naturales; 
b) (Z, +, <) donde Z es el conjunto de los enteros; 
c) (0, +, <), donde Q es el conjunto de los racionales; 
d) (R, +, <), donde R es el conjunto de los reales; 
e) (C, +, R), donde € es el conjunto de los complejos y R la relación del 
ejercicio 12.12 del $ 12; 
f) [6(8), U, CJ, donde C es la inclusión conjuntista; 
8) [9(E), 2, CJ, donde A es la diferencia simétrica; 
h) (N, V, |), donde V es mem. y | la relación de divisibilidad; 
i) (X, U, C), donde N'=(N, Z, Q, R, C), siendo N el conjunto de los natu- 
rales, Z el de los enteros, ete. 
¿Alguna de estas magnitudes es relativa? 
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* EjempLo 5.2: En el párrafo 2 del $ anterior se definió el conjunto V de 1 
los vectores de la recta r. Para sumar dos vectores, a y B. se toma, por de- 


finición, un segmento orientado perteneciente a cada una de las clases a y Ê, 
de modo que el extremo del primero coincida con el origen del segundo, ope- 
rando como se indica en el esquema: 


5 
La 
a+b <— OM 


de acuerdo con la figura 25 del $ anterior, Se tiene así el grupo conmutativo 
(V, +). Definamos ahora una ordenación en V. Para ello elijamos una de las 
semirrectas que define el punto O, sobre la recta r (en rojo en la figura 5.3), 


A los vectores de forma ((OP)), donde P es un punto perteneciente a tal 


Figura 5.3 


semirrecta, les llamaremos vectores positivos. Sea V, el conjunto de los ve 
tores positivos. Notemos que (V, +) es un semigrupo, tal que 


Vie V; dev, obien -2€V, 
Ahora definimos la ordenación en V así: 


žep | o tiev. | 
le lic | 

Razonando como en el párrafo 5 del $ 10, se demuestra que la relación 
definida es de orden total y compatible con +. Por tanto, (V, +, <) es 
magnitud relativa. 

Este procedimiento de definir una ordenación en el grupo conmutat 
(V, +) es inmediatamente generalizable: si (G, +) es un grupo conmutat 
y G. es un subconjunto de G, tal que: 


E (G., +) es un semigrupo 
b) YgEG; gEG., o bien -gEG. 


entonces la relación <, dada por: 
£<g => g-8E6, 
se 
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Es de orden total y compatible con +, por lo que (G, +, <) es una magnitud 
selativa. A G, se le llama semigrupo de elementos positivos, respecto de esa 
ardenación. 


EJERCICIOS 
53 Demostrar que, recíprocamente a lo que se acaba de afirmar, si (G, +, <) 
es un grupo totalmente ordenado y S es el subconjunto de C, tal que 
ESE 4 ES 

pr 


entonces (S, +) es un semigrupo, tal que 
YE EG; ES, obin  —2€8 


34 Ees el semigrupo de elementos positivos en la magnitud del ejercicio 
e) 


35 Si en vez de considerar ángulos, como en el párrafo 3, se consideran ahora 
ángulos orientados, con una semirrecta origen y una semirrecta extremo 
y se opera de modo análogo a como se ha hecho en el ejemplo 5.2, para 
segmentos orientados, se llega a una magnitud relativa. Desarrolle esta idea. 

34 Construya la magnitud relativa «arco orientado», a partir del ejemplo 5.1 
operando como segler el ejercicio anterior, a 

37 Estudie la magnitud relativa sárea orientada», considerando las dos posi- 
bles orientados de los polígonos planos (figura 5.4). ES 


y 


Figura 54 


= Operación externa 


Consideremos el semigrupo conmutativo (E, +) del párrafo 2. El producto 
"de un número n por un segmento ä se define así: 


nā=ā+ā+ "Āā si o n>l 
1ā=ā 
030 
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donde Ó es el segmento cero o elemento neutro del semigrupo ($, +). De este 
modo, a cada número natural n y a cada segmento d, podemos asociar otro 
segmento: 
(1,8) —> nå 
Como 
(n,d)ENx1; mex 


estamos ante una aplicación 
Nx1 => Y 
que suele llamarse una operación externa. 


Estudiemos las propiedades del producto de números naturales por seg: 
mentos, que acaba de definirse: 


A raes 
(d+D)=nd+nb | 
Diaen wa | 


m | ramánnásma | Vn,mEN; Va bez 


alarde DA at 


=åä+5+a+b4 tdt 


=åä+ā+..+ā+b+b+...+5= 


slá44+ 7 404B4D4...4D=nd+ nó 


Si n=l; 


Má+ij=ä+5=14+15 
Si n=0, 
0(4+5)=0=0 +0=04+05 


EJERCICIOS 


6.1 Razone cada uno de los pasos de la demostración anterior. 
6.2 Demuestre la propiedad II). 
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63 Demuestre la propiedad II), utilizando el teorema 9.2 del $ 9. 


64 Defina el producto de números naturales por ángulos. Para ello basta sus- 
tituir el semigrupo (E, +), del párrafo 2, por el (4, +), del párrafo 3. 


Para expresar que 
(E, +) es un semigrupo conmutativo, y | 

* la operación externa: Nx —> E verifica: 

D nā+b)=nāã+nb | 

M) (n+ma=ná+má | VAREN | 
A vaes 


3 es un semimódulo sobre N, o bien, X es un N-semimódulo | 


EJERCICIOS 


E5 Compare la definición de producto de números naturales por elementos de 
pn, pemigrapo commutatio con la definición de potecia, dada enel ejet: 
cicio 3 


£6 Compare las propiedades 1), I) y II) anteriores con las propiedades corres- 
pondientes de las potencias. 

67 Si (Y, +) es el grupo conmutativo del ejemplo 5.2 y se define el producto 
de números enteros por vectores así: 


+a inez) 


(oje=—00)==(Gta+ 40) (si —p es un entero negativo) 


demuestre que esta operación externa: 
ar =y 
posee las propiedades 1), I) y II), estudiadas para la operación extern: 


NXI>x 
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7. Magnitudes escalares 


* EJEMPLO 7.1: Consideremos de nuevo la magnitud longitud ($, +, 
párrafo 2, donde la ordenación < es total. En la figura 7.1 se muestra 


Figura 7.1 


quemáticamente un ejemplo de la siguiente propiedad: dados dos 
F y ñ y supuesto F>0, siempre existe un número natural k, tal que 


k >ñ 


es decir, tal que 


o sea, tal que 


Por ello se dice que la ordenación < es arquimediana o que el 

(2, +) es arquimediano y que ($, +, <) es una magnitud escalar. 
En la definición 25 se construyó una ordenación a partir de la 

del semigrupo (E, +). Este procedimiento se extiende inmediatamente a 

quier semigrupo conmutativo así: 

* DEFINICIÓN 7.1: Sea (S, +) un semigrupo conmutativo. Diremos que 

menor o igual a b, lo que expresaremos 


si existe un elemento hE S, tal que 
[ 
h+a 


A esta ordenación la llamaremos ordenación natural del semigrupo. 


* EjemPLO 7.2: La ordenación producida por la relación de inclusión 
natural en el semigrupo [0(E), UJ, ya que 


VA, BEE); [acs] 3HEO(); HUA 


pero esta ordenación es parcial. 
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EJERCICIOS 


2. se 
cicio 5.2 e). Compruebe que esta ordenación no es la natural 
grupo (C', +). 

72 Demostrar que en todo grupo (C, +) totalmente ordenado, esta ordenación 
es la natural del semigrupo de los elementos positivos (respecto de la orde- 
nación) Tenga en cuenta el ejercicio 5.3. 


* DEFINICIÓN 7.2: Un semigrupo conmutativo, (S, +), totalmente ordenado 
por su relación natural de ordenación se dice arquimediano, si 


VabES; ajo; 3kEN; |ka>b 


+ EjmpLOS: Los semigrupos de los párrafos 2, 3 y 4 son 
El semigrupo del ejemplo 7.2 no es arquimediano, pues la ordenación C no es 
Sotal. El del ejercicio 7.1 tampoco lo es respecto de R, pues aunque la or- 
denación es total no es la natural. 


EJERCICIO 


33 Compruebe que en el caso del ejemplo 7.2 no se verifica la condición 


ka>b 


enunciada anteriormente, pero sí en el caso del ejercicio 7.1. 


{Í 


* DEFINICIÓN 7.3: Diremos que la magnitud absoluta 
(S, +, <) 


s una magnitud escalar, si el semigrupo (S, +) es arquimediano respecto de 
de ordenación total <. 
Diremos que la magnitud relativa 


S, +, <) 
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es una magnitud escalar si el semigrupo S,, de los elementos positivos, res 
pecto de la ordenación total <, es arquimediano. 


+ EjeueLo 7.3: En el ejercicio 5.20) se vio que (Q, +, <) es una magnitud, | 
siendo < la ordenación total natural. Además, en la proposición 5.3 del $ 11 
se vio que el semigrupo (Ọ,, +) era arquimediano. Por ello diremos que la 
magnitud (Q, +, <) es escalar. 


+ EjemPLO 7.4: En la magnitud relativa (C, +, R). del ejercicio 5.2 e), la 
ordenación R es total. El semigrupo de elementos positivos, respecto de esta, 
ordenación, es 


C,=(rEC|0+0Rx) 


según se vio en el ejercicio 5.4. Notemos que no es arquimediano, pues 
OEC  1+¡EC, 


y no existe ningún natural k, tal que 
K0+D>1+i 


luego (C, +, R) no es una magnitud escalar. 


EJERCICIOS 


74 Estudiar qué magnitudes, de las consideradas en el párrafo 5, son 
7.5 Comprobar que toda magnitud escalar (S, +, <) es «cancelativa», es 

que 
Wah, CES; ate=bke => a=b 


Para ello tenga en cuenta que en toda magnitud escalar absoluta son 
las propiedades de la sustracción de maturales estudiadas en el párrafo 
del $ 9. Si la magnitud es relativa es trivial. 


Se puede demostrar, aunque no lo haremos, que todo semigrupo ( 
vamente grupo) totalmente ordenado y arquimediano es isomorfo a un sul 
grupo (respectivamente subgrupo) del semigrupo (R,, +) de los reales 
tivos (respectivamente del grupo aditivo de los reales), por lo que 
en cuenta la biyección existente entre puntos de la recta y números 
estudiada en el $ anterior, podemos afirmar que las magnitudes escalares, 
aquellas que se pueden representar mediante «escalas», es decir mediante 
subconjunto de puntos de una recta. Por ejemplo, la longitud y la ampli 
son magnitudes escalares. En cambio, la magnitud del ejemplo 7.4, o los 
tores del plano, que estudiaremos el próximo curso, no son magnitudes 
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lares (no se pueden representar mediante puntos de una recta, sino mediante 
gentos de un plano o de otros espacios de mayor dimensión). 


E. Medida de cantidades de una magnitud escalar 


Con las cantidades de una magnitud escalar 
S, +, <) 


'a elementos del semigrupo, o grupo, (S, +) sólo puede efectuarse la adición, 
'8 la adición y sustracción, si se trata de una magnitud relativa. Pero las can- 
Sdades de una magnitud no pueden multiplicarse, ni dividirse, Tampoco se 
guede operar con cantidades pertenecientes a distintas magnitudes, Para evi- 
tar estos inconvenientes se introduce el concepto de medida de magnitudes 
escalares. 

= EjemPLO 8.1: Consideremos la magnitud absoluta longitud. Por medir un 
segmento entendemos habitualmente dar un número real, resultado de la me- 
dida. En este caso, medir consiste, pues, en asociar a cada segmento un nú- 
mero real, Por tanto, en este caso, la medida es una aplicación que asocia a 
Sada segmento un múmero real positivo, o sea, una aplicación 


:—5r 
que es una biyección. Además, a la suma de dos segmentos ha de asociar la 
suma de sus medidas, es decir, ha de ser un homomorfismo de 
a APE +) 
y, por tanto, un isomorfismo, por ser una biyección. 


+ EjemPLO 82: Consideremos ahora la magnitud escalar absoluta amplitud. 
Medir la magnitud (4, +, <) es establecer un isomorfismo 


(1) R, +) 


que asocia a cada ángulo un número real positivo. Así, por ejemplo, como 


| ángulo llano =ángulo recto+ ángulo recto 


por ser la medida un isomorfismo, se tendrá: 


| med (ángulo llano)=med (ángulo rectoy+ med (ángulo recto) | 


donde med indica medida. 
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Notemos que R, es multiplicativamente cerrado, es decir, que el produc» 
to de dos reales positivos es otro real positivo. Esta es una de las ventajas! 
de establecer la medida: dos ángulos mo pueden multiplicarse, pero si sus 
medidas. Tampoco podría operarse una cantidad de X con otra de A, pero 
sí sus medidas, que son números reales, 

Nota 8.1: Consideremos que 0€ R,, por lo que a R, se le llama también 
conjunto de los números reales no negativos. Cuando queramos representar 
el conjunto de los reales estrictamente positivos (excluido el cero) escribi- 
remos R?. 


© DEFINICIÓN 8.1; Medir una magnitud escalar absoluta 


S +, <) 

es establecer un isomorfismo | 
CAS] 

donde K, es un subconjunto de R., multiplicativamente cerrado y tal 

1EK,. 


* EJEMPLO 8.3: Sea D el conjunto de los días. Consideremos el conjunt 
(D), de las partes de D. Establezcamos una relación R en O(D). Dos par 
de D están relacionadas si entre ellas se puede establecer una biyección. 
por ejemplo, si 

A=(l6-junio-1968, 12-octubre-1968, B-junio-1968) 

B= (15-noviembre-1968, 5-octubre-1961, 30:septiembre-1958) 

C- [I5-junio-1962, 25-abril-1968) 

ARB pero BRC 


Representamos por D al conjunto cociente de G(D) respecto de la 
ción de equivalencia R; los elementos de D se pueden designar así: 


Dd, 1d, 2d, 3d, 4d, 5d, 


En D puede definirse la adición en la forma habitual: 


Ue 7 
ERES] 
3d 4 AUC 


ANC=Ø 


resultando el semigrupo conmutativo (Ð, +), y si introducimos < en la 
natural, se tiene la magnitud escalar absoluta 


(D, +, <) 
La aplicación 
DN 
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Hs asocia a la cantidad nd E€ D el número natural n, es un isomorfismo de 
(D, +) > (N, +) 


Como (N, +) es un subsemigrupo de (R4, +), tal que N es multiplicativa- 
cerrado, y 1 €N, la aplicación anterior establece una medida de la 
tud que estamos considerando. 


EseueLo 8.4: Consideremos la magnitud escalar relati 
V, +, <) 


5.2. Consideremos la siguiente aplicación de 
V—>kR 


Dado un vector vE V, consideremos el punto P de la recta, tal que 


Y (figura 5.3). Ahora la biyección b, del $ anterior, asociará a P un 
real. Del $ anterior y del ejemplo 5.2 sigue que esta aplicación es un 
de grupos: 


(V, +) — (R, +) 
Generalizando: 

E DEFINICIÓN 8.2: Medir una magnitud escalar relativa 
(G. +, <) 


s establecer un isomorfismo 
mos 
G, 5 K, +) 


K es un subconjunto de los reales, multiplicativamente cerrado y tal 
contiene al elemento unidad. 

Nota: El problema de la existencia de tal medida sale fuera de los límites 
[de este estudio. Puede verse en el libro: 


LP. AÑELLANAS, Matemática para Físicos e Ingenieros, Ed. Romo, Madrid, 1963, pági- 
mas 62:73. 


EJERCICIOS 


%.1 Para cada una de las magnitudes escalares del ejercicio 7.4 busque un sub- 
conjunto de R que sirva para medir esa magnitud. 


32. Demostrar que, en las condiciones de la definición 8.1, (K., +) es un semi- 
“rupo y en las condiciones de la definición 8.2 (K, +) es un grupo. 
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8.3 Demostrar que la medida conserva la ordenación, es decir, que | 
a<b => med (0) < med (b) 

donde < en rojo representa la relación de ordenación natural de los reales. 

8.4 Demostrar que, en las condiciones de la definición 8.1, (K,, -) es un semi- 


grupo conmutativo y con elemento unidad. Lo mismo para (K, -) de la 
definición 8.2, 


En el ejemplo 8.1 se ha establecido la medida mediante el subconjunto 
R, de los reales, Notemos que el conjunto 


=R,-(0) 
definido en la nota 8.1, es tal que 


) 


es un grupo. En cambio, en el ejemplo 83, donde hemos establecido la 
dida mediante N el semigrupo 


(Ne, 
no es grupo. La comparación de estos dos casos nos lleva a establecer la 
guiente definición: 
+ Derinición 8.3: Dada una magnitud escalar absoluta o relativa 

(5, +, <) 
en la que se ha establecido una medida 


mi 
s——=Kk 


diremos que se trata de una magnitud eudoxiana, si 
(Ks) 
es un grupo, siendo 
K*=K-{0} 


Observación: Aunque no lo haremos, puede probarse que esta definic 
es consistente, no dependiendo de la medida establecida. 

Nota: La palabra eudoxiana se utiliza en memoria del matemático 
EUDOXO. 
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* EjemPLOS: Las magnitudes escalares de los ejemplos 8.1, 8.2 y 84 son 
¿udoxianas, pero la del ejemplo 8.3 no lo es. 


EJERCICIOS 
35 Diga qué magnitudes escalares, de las consideradas en el ejercicio 8.1, son 
eudoxianas. 


S6 Demostrar que si la magnitud escalar relativa de la definición 8.2 es eudo- 
xiana, entonces (K, +, -) es un cuerpo conmutativo ordenado, 


9. Operación externa sobre una magnitud escalar 


+ EJewpLO 9.1: La medida indicada en el ejemplo 8.1, para la magnitud lon- 
gud: 


permite definir el producto de números reales positivos por segmentos, de la 
forma que indicamos a continuación. Sean: 


kER, 
Sea 


medís)=r ER, 


es decir, sea el número real r la medida de la cantidad 5. Consideremos el 


producto 
KER, 


Como la aplicación med (medida) es un isomorfismo, y, por tanto, una biyec- 
sión, existirá un segmento único cuya medida sea kr, el segmento 


med- (kr) 


donde med- es la biyección inversa de la biyección med. A este segmento se 
le designa abreviadamente por 


ks 


y se le llama producto del número real 7 por el segmento 5. Hemos conse- 
guido, de este modo, asociar al número real k y al segmento 5, el segmento 
ks, es decir, 


(k,5) —> Ks 
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con lo que se ha definido una operación externa: 


Rixi—> Y 


EJERCICIOS 
9.1 Demostrar que en el ejemplo 9.1 


k=med-! |k -med ©] 
9.2 Demuestre que, si designamos por 
rR 


a la aplicación que asocia al número real r, el número real kr, el 
del número real k por el segmento 3 puede esquematizarse así: 


- ma med 
i1—— 1: —áhe 
| | 
k 0 
mel mat | 
aair rek 


9.3 Pruebe que la aplicación 
k 
R, — R, k#0 


del ejercicio anterior es una biyección, por ser (R, -) un grupo. 


* DEFINICIÓN 9.1: Dada una magnitud escalar 


(S, +, <) 
y una medida de ella 
mn 
sk 
se define la operación externa: 
KxS => S 


como la aplicación que asocia al número real kE K y a la cantidad s €S 
cantidad 


ks=med-! [k-med (s)] | 
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EJERCICIOS 


3.4 Demostrar que en las condiciones de la definición anterior 


med (ks)=k-med (s) 


3.5 Defina la operación externa sobre cada una de las magnitudes escalares- del 
ejercicio 8.1. 

3.6 Demuestre que la operación externa que estamos estudiando verifica las cua- 
tro propiedades que tenía la operación externa del párrafo 6. 


10. Unidad de medida 


* DEFINICIÓN 10.1: 
eila: 


Dada una magnitud escalar (S, +, <) y una medida de 


sx 


se llama unidad de esta medida a la cantidad u€ S, tal que 
med (u)=1 


EJERCICIOS 


10.1 En las condiciones de la definición anterior se verifica 


VES; 3KEK; | kuss 


10.2 En las mismas condiciones 


MO: SI en les condiciones de la defísiión 10.1, consideramos una segunda 


med” 
s 


E 


de la misma magnitud, se verifica 


med! ()=med (s)-med' (u) | 


Demostrar que esta afirmación sigue del ejercicio anterior y del 9.3. 
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10.4 Demuestre que para la magnitud eudoxiana de la definición 8.3 se verifica: 
WA ES; 140; 3KEK; ko 


10.5 Compruebe que la afirmación del ejercicio anterior no es cierta para la mag- 
nitud escalar del ejemplo 8.3, por no ser eudoxiana. Busque ejemplos en 
que sí sea cierta. 


De los ejercicios 9.4 y 10.4 se deduce que la medida de una magnitud es- 
calar eudoxiana queda determinada si fijamos K y damos la medida de una 
cantidad no nula. 


* EjempLo 10.1: Consideremos dos medidas de la magnitud amplitud, la 
sexagesimal y la centesimal: 


sr. SB 


tal que | tales que 


med sex (ángulo recto)=90 med cen (ángulo recto)=100 
luego: luego: 
med sex (2 ángulo recto) = med cen (5y ángulo recto) - 
% 100 
1 1 
x90=1 =w 100=1 
Por tanto Por tanto: 
: 1 z 1 
unidad sex ==> ángulo recto= unidad cen == ángulo recto= 
=grado sexagesimal = grado centesimal 


* EjemPLO 10.2: Consideremos dos medidas de la magnitud área: 
-= -t 
or. ar 
de la forma siguiente: Sea C un cuadrado fijo y T uno de los triángulos 


tángulo-isósceles fijo de hipotenusa un lado del cuadrado C (figura 10.1). 
Sea 


med (((C))) med'(((7)))=1 

es decir, sean las respectivas unidades de medida 
u=((Cy “(Ty 
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La figura 10.1 muestra que 


med'1u)=4 
Juego 
uu 
c 
Figura 10.1 
Por tanto, 
VpEO;  p=ku=ktu aki 

luego 


med (p)=4-med (p) 


de acuerdo con el ejercicio 10.3. 


ERCICIO 
10.6 Razone como en el ejemplo anterior, pero ahora tomando como unidades 
de medida las clases de polígonos definidas por el exágono de la figura 10.2 


y el rectángulo de la figura 10.4, cuyo lado mayor es doble del menor y 
el menor igual al lado de exágono. La figura 10.3 ayuda a obtener med'(u). 


Y AM] 


Figura 10.2 Figura 103 Figura 104 
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11. Magnitudes directamente proporcionales 


* DEFINICIÓN 11.1: Diremos que la magnitud escalar (S, —,<) es directa- 
mente proporcional a la magnitud escalar (S, +, <) si existe un isomorfismo: 


(5, +) — (5, 


EJERCICIOS 


11.1 Demostrar que la relación ves directamente proporcional a», entre magni- 
tudes escalares, es una relación de equivalencia. 

11.2 Demuestre que el isomorfismo de la definición 11.1 conserva la ordenación 
en las magnitudes. 


* EJEMPLO 11.1: Veamos que la magnitud arco es directamente proporcional 


a la amplitud. En efecto: sea 4 una cantidad cualquiera, perteneciente a la 
magnitud amplitud. Construyamos un ángulo fijo cuyo vértice coincida con 


Figura 11.1 


el centro O de la circunferencia cuyos arcos consideramos, y perteneciente a 
la cantidad 2 (rayado en la figura 11.1), es decir, un ángulo fijo central res- 


pecto de esa circunferencia y perteneciente a la clase a. Sea el arco fijo ÁB 
la intersección de ese ángulo central fijo con la circunferencia. Sea 2=((AB)). | 


De este modo hemos asociado el arco Z al ángulo 2. Se tiene así una apli | 
cación: 


4— e 


Figura 11.2 
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que es una biyección que asocia a la suma de cada dos ángulos la suma de 
sus arcos correspondientes, como se esquematiza en la figura 11.2. Se trata, 
por tanto, de un isomorfismo de (4, +) en (C, +). 


+ EjxempLo 11.2: La magnitud longitud es directamente proporcional a la 
magnitud extensión o área. En efecto: sea a una cantidad perteneciente a la 
magnitud extensión y elijamos yn segmento ú E 3. Consideremos un rectán- 


E 


Figura 113 


gulo fijo (figura 11.3) perteneciente a la clase a y tal que uno de sus lados 
ADE ú, sea d=((AB)). De este modo hemos asociado al polígono a el seg- 
mento á. Tenemos así una aplicación de O en Y, que es una biyección que aso- 
cia a la suma de cada dos polígonos la suma de sus correspondientes segmen- 


Figura 114 


tos, como se esquematiza en la figura 11.4. Se trata, pues, de isomorfismo de 
(0, +) en (E, +), una vez elegido un segmento ñ € Y. 

+ EpmpLo 113: La magnitud longitud es directamente proporcional a la 
magnitud arco. En efecto, basta asociar a cada arco fijo ÁB (figura 11.5) el 
segmento A'B que resulta al rectificarlo, lo que corresponde a la idea intuitiva 
de considerar el arco ÁB materializado, hecho de una sustancia flexible, y de- 
formarlo, sin estirarlo ni romperlo, transformándolo en un segmento. 


E 
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EJERCICIO 


113 Comprobar que la magnitud del ejemplo 5.2 es directamente proporcional 
le mapaltad. aérea orientadas, del ejercicio 57. $ 


11.4 Busque otros ejemplos de magnitudes directamente proporcionales. 


12. Medida indirecta de magnitudes escalares 


* PROPOSICIÓN 12.1: Si la magnitud escalar (S, +, <) es directamente pro- 
porcional a la (S, +, <), toda medida de la primera determina una medida 
de la segunda. 

Demostración: Basta tener en cuenta las definiciones de medida y de magnitudes 


directamente proporcionales y que la aplicación compuesta de dos isomorfismos es otro 
isomorfismo. Esquemáticamente: 


arcos estamos considerando, como unidad de longitud, obtenemos indi 
mente una medida de arcos y de ángulos. A la unidad de ángulos así obi 

se le llama radián. Por tanto, el radián es el ángulo tal que la medida de 
arco rectificado, cuando tomamos el radio como segmento unidad, es 1 ( 
gura 121. 


Figara 121 
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EJERCICIOS 


E21 Teniendo en cuenta que la medida de la semicircunferencia rectificada, cuan- 
do el segmento unidad es el radio, es el número real =(x = 3,14), establezca 
la expresión que permita pasar de la medida de un ángulo en radianes a 
su medida en grados razonando como en el ejemplo 10.2, 


} 
E 
il 
f 
| 
Hi 
i 


Si dos magnitudes son directamente proporcionales, una de ellas es eudo- 
xiana si, y sólo si, lo es la otra. Demuéstrelo. 


Busque otros ejemplos de magnitud que se pueda medir indirectamente, me- 
diante otra directamente proporcional. 


13. Proporcionalidades 


= DEFINICIÓN 13,1: Sean (S, +, <) y (S, +, <) dos magnitudes escalares 
Ses que se puedan establecer sl 


= 
E SS 
sebre un mismo subconjunto K de los reales. Diremos que la aplicación 
s—>s 


es una proporcionalidad directa de (S, +, <) en (S, +, <) si se verifican 
las dos condiciones siguientes: 


15) p es una biyección 


2) VREK; VSES; | plks)=kp(s) 


= Teorema 13.1: 


(S, +, <) es directamen- | Existe una proporcionalidad di- 
| te proporcional a (S, +, <) recta de (S, +, <) en (S, +, <) 


Demostración: Comencemos suponiendo que (S, +, <) es directamente proporcio- 
mala (S, +, <), es decir, que existe una aplicación 


ss 
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que es un isomorfismo de (S, +) en (S, +). Entonces una medida 
sk 
de la magnitud (S, +, <), induce otra medida 


¡=5k 


de la magnitud (S, +, <), como se ha indicado en el párrafo 12, es decir, de modo 
que med sea la aplicación compuesta de p y med”, como indica el esquema de la 
figura 13.1. 


AA 


med cd 


Figura 13,1 
Sea s una cantidad cualquiera de $ y s' su imagen en la aplicación p. Se tiene: 
pot => kp) =k => med? (el = med (k= k-med (r) = 
ejercicio 94 —I 
ame (o) ak med Emed (ge o 
Por tanto, 


| hacia | 


Recíprocamente: Supongamos ahora que existe una proporcionalidad directa: 
ps > 
Sean a y b dos cantidades cualesquiera de S. Sea u ES, tal que med (u)=: 
se vio en el ejercicio 10.1 
3MGEK; a=hu; b=qu 


Luego si designamos por k a la suma A+q 
fs ejercicio 9.6 — 
pla+b)=plhu + qu) =p + dul =p) Apu) = (+) 
ejercicio 94 
- oh) + pla) =pla) + qb) 
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+ Proposición 13.2; Si la aplicación 

ss 
es una proporcionalidad directa de la magnitud (S, +, <) en la magnitud 
(S, +, <), entonces existe un número real r tal que 


| med' [p(s)]=r+med(s) | Vs ES 


, luego (ejercicio 10.1): 
VIES; VkEK; s=ku => p)=piku)=kpiu) 


med [po =k med” 
SN ri 
ÑX med [pa =kr=rk 
kamea |} 
med" [p(s)] =r-med (s) 


+ DEFINICIÓN 132: Al número real r de la proposición anterior se le llama 
constante o razón de la proporcionalidad directa p. 


¡_xIílAAOOO A gg/£K wgíKí£É£íÉÁAa 
EJERCICIOS 


13.1 Demostrar que dadas dos magnitudes (S, +, <) y (S, +, <), sobre las 
que se han establecido sendas medidas, y una aplicación 


pss 


si existe un número real k, tal que 


entonces p es una proporcionalidad directa. (Recíproca de la proposi- 
ción 13.2) 


13.2 Demostrar que si las magnitudes escalares $ y S de la definición 13.1 son 
eudoxianas, se verifica: 


með [pte] _ med (0) 


er A 
MES tp] med (e) 


Relacione lo que acaba de afirmarse con la «regla de tres». 
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Nota 13.1: Si en las condiciones de la proposición anterior designamos 
por x a la medida de la cantidad s y por y a la medida de la cantidad corres- 
pondiente p(s), la condición de proporcionalidad directa se expresa abrevia- 
damente así: 


donde r es un número real fijo. 
+ EjeueLo 13.1: Del ejemplo 11.1 se deduce que la aplicación 
ae 
allí considerada es una proporcionalidad directa, tal que 
p (ángulo recto)= semicircunferencia 
Si tomamos como unidad de ángulos el grado sexagesimal (ejemplo 10.1); 
med sex (ángulo llano)-=180 
Si tomamos como unidad de arco aquel que rectificado da el radio 
med (semicircunferencia)=" 
Por la proporción anterior se tiene: 
med sex (ángulo llano) =r-med' [p(ángulo llano)]=r-med'(semicircunferencia) 


luego la razón de la proporcionalidad r será 
y. Ted sex (ángulo llano) 


EJERCICIO 
133 Del ejemplo 11.2 se deduce que la aplicación 
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que la medida del segmento 48 de la citada figura es —, calcular la razón 
de la proporcionalidad p. $. 


Figura 132 


* DEFINICIÓN 133: Sean (S, +, <) y (S, +, <) dos magnitudes escalares 
eudoxianas, tales que se pueden establecer medidas: 


A eak 
sobre un mismo subconjunto K de los reales. Diremos que la aplicación 
si 
es una proporcionalidad inversa de (S, +, <) en (S, +, <), si se verifican 
las dos condiciones siguientes: 


17 i es una bigección — 
2* VKEK; VSsES [us 7O 


+ Proposición 133: Si la aplicación 
s—>5 


es una proporcionalidad inversa de la magnitud (S, +, <) en la (S, +, <), 
entonces existe un número real r, tal que 


mediis))-med(s)=r | YsES 


EJERCICIOS 
13.4 Demuestre la proposición anterior, paralelamente a como se hizo para la 


proposición 13.2. Enuncie y demuestre la proposición recíproca de la 13.3, 
como en el ejercicio 13.1 se hizo respecto de la proposición 13.2. 
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153" Compare la definición 131 con la 133, ¿Por qué en esta última 
impuesto la condición de ser eudoxianas las magnitudes? 


13.6 Busque ejemplos de proporcionalidades inversas, distintas del ejemplo 13.2. 


Nota 13.2: Con la notación de la nota 13.1 la condición de proporcionar 
lidad inversa se expresa abreviadamente así: 


donde r es un número real fijo. 
* EemPLO 13.2; Consideremos la aplicación 
1— 1 


que asocia a cada segmento SE X el segmento ¡(5) € E, definido de la 
siguiente: construyamos un rectángulo fijo, uno de cuyos lados sea un 
mento fijo perteneciente a la clase s y'otro de los lados contiguos sea tal 


Figura 132 


R=C, siendo C un cuadrado dado (figura 13.3). Por razonamiento 
se prueba que en estas condiciones 


med (s)»med [i(s)]=r 


donde r es un número real fijo, luego į es una proporcionalidad inversa, 
gún el ejercicio 13.4. 


* DEFINICIÓN 134: Sean (S, +, <), (S, +, S) y (S°, +, <) tres 
escalares, tales que se pueden establecer medidas: 


AAA 
sobre el mismo subconjunto K de los reales. Diremos que la aplicación 


ss 
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establece una proporcionalidad directa de las magnitudes (S, +, <) y (S, +, <) 
en la (S”, +, <), si se verifican las condiciones siguientes: 

1), Fijada una cantidad s€S, la aplicación f es una proporcionalidad 
directa de (S, +, <) en (S”, +, <), cualquiera que sea s€ S. 
>) Fijada una cantidad $ ES, la aplicación f es una proporcionalidad 
directa de (S, =, <), en (S”, +, <), cualquiera que sea $ ES”. 


* ProposIcióN 13.4: En las condiciones de la definición anterior 


VKKEK; VYsES; VSES fks, Ke) =KE 16,0) | 


+ Proposición 13.5: En las condiciones de la definición 13.4 existe un nú- 
mero real fijo r, tal que 


VsES; VES; | med” [fs,s) 


emed (s)+med' (5) | 


EJERCICIOS 
13.7 Demuestre la proposición 13.4, empleando sucesivamente la primera y la 
segunda condiciones de la definición 13.4. 
13.8 Demuestre la proposición 13.5, análogamente a como se hizo para la 13.2. 
139 Enuncie y demuestre la proposición recíproca de la 13.5, 
13.10 Defina una aplicación: 
sxs > 5 


+ que sea una proporcionalidad directa de S, e inversa de S en S”. 


13.11 Busque otros ejemplos de proporcionalidad de varias magnitudes en otra, 
distintos del ejemplo 13.3. 


+ EjgmPLO 13.3: Consideremos la aplicación: 


0x3 —> Vol 


donde @ designa a la magnitud extensión, X a la longitud y Vol al volumen 
del ejercicio 4.12, definida así: dados 


q€0; sEX 
construyamos una pirámide fija cuya base sea un polígono fijo perteneciente 
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a la clase q y cuya altura sea un segmento fijo perteneciente a la clase 5. La 
pirámide así obtenida define una clase v de poliedros, tal que 


med (v)=r-med (q)-med (s) 


donde r es un número real fijo, según se prueba geométricamente. Por tanto, 
por el ejercicio 13.9, f verifica las condiciones de la definición 13.4. 


EJERCICIO 


13.12 ¿Cómo se han de elegir las unidades de O, I y Vol, para que, como es 
habitual, sea, en el ejemplo 13.3, 
1 


3 


14, Didáctica y aplicaciones de las magnitudes, 
su proporcionalidad y su medida 


En opinión de muchos historiadores de la Matemática, esta Ciencia sur- 
gió cuando la Humanidad se enfrentó con dos problemas: contar y medir. 
Sin embargo, el estudio riguroso de los conceptos de magnitud y su medida 
no ha sido realizado hasta fecha muy reciente, con la ayuda de las estructuras 
de la Matemática actual, como se ha indicado en los párrafos anteriores, 

Las magnitudes escalares absolutas, en las cuales sólo interviene la es- 
tructura de semigrupo, pueden ser introducidas, a nivel escolar, mucho antes 
que las relativas, que requieren manejar la estructura de grupo. Las magnis 
tudes longitud y amplitud y otras similares pueden ser construidas por el 
niño, que así se acostumbra a manejar otros semigrupos aditivos distintos 
del (N, +). El concepto de ordenación total natural es muy simple y se puede 
introducir simultáneamente, 

Una vez que el niño maneja el semianillo N de los naturales, puede intros 
ducirse la medida de algunas magnitudes discretas, es decir, de magnitudes 
que pueden medirse mediante el conjunto N de los naturales, como la mag 
nitud día del ejemplo 83, la magnitud peseta, etc. 

Notemos que el estudio de una magnitud es más simple que el estudis 
de su medida. Las magnitudes de los párrafos 2, 3 y 4, por ejemplo, puedes 
ser manejadas por niños, materializándolas adecuadamente. Así, los segmest 
tos pueden sustituirse por regletas, las simetrías por doblado del papel, iss 
ángulos y polígonos pueden recortarse y colorearse, etc. 

Una vez que se han introducido los racionales, puede estudiarse la medió 
de magnitudes eudoxianas, como las magnitudes ángulo, arco, área, etc. Com 
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dado un número real siempre existe un racional tan próximo a él como que- 
ramos, el cuerpo racional permite medir aproximadamente estas magnitudes. 

Interesa hacer ver al alumno cómo una misma cantidad puede tener dis- 
tintas medidas, según cuál sea la unidad de medida elegida, 

Las magnitudes escalares absolutas directamente proporcionales pueden 
estudiarse cuando el niño maneja isomorfismos de semigrupos, haciendo ver 
que conservan la ordenación total natural. 

Las proporcionalidades directas más simples y, por tanto, por las que debe 
comenzarse, son aquéllas en que el conjunto de definición de la magnitud coin- 
cide con el subconjunto de R utilizado para medirlo. Así ocurre con la magnitud 
(N, +, <), donde un ejemplo muy simple de proporcionalidad es el que aso- 
cia a cada número natural su triplo. 

La aplicación 

meo 
caramelo ——> peseta 


es un ejemplo de proporcionalidad directa. 

El estudio de proporcionalidades inversas requiere que la magnitud sea 
eudoxiana y, por tanto, el conocimiento de los racionales. Un ejemplo muy 
simple de proporcionalidad inversa, de (Ọ, +, <) en sí mismo, es la aplica- 
ción que asocia a cada racional su inverso. 

La aplicación 


na losetas Ma 
Velocidad ——=222—> Tiempo 


es una proporcionalidad inversa. 

Citemos algunos errores habituales en la introducción del concepto de 

idad. 

Se dice a veces que se está ante una proporcionalidad directa de S en S' 
si las cantidades de S' se obtienen multiplicando las correspondientes canti- 
dades de S por un número fijo, llamado razón de la proporcionalidad, pero 
por el párrafo 9 sabemos que al multiplicar un número por una cantidad de $ 
se obtiene otra cantidad de S y no S', que, en general, será distinta de S. Por 
ejemplo, S puede ser la magnitud extensión y S' la longitud. 

También se dice a veces que «una aplicación es proporcionalidad directa 
si al aumentar una cantidad de la primera aumenta la correspondiente de la 
segunda». En realidad esto no es una proporcionalidad, sino una aplicación 
o función creciente. Así, la aplicación 


1>0 


que asocia a cada segmento 5 la extensión del cuadrado cuyo lado pertenece 
al segmento 5 es «creciente», pero no es una proporcionalidad directa. Las 
proporcionalidades directas son aplicaciones crecientes, pues conservan la or- 
denación, pero no todas las aplicaciones crecientes entre magnitudes son pro- 
porcionalidades. 


m 


Opinamos que no debe intentarse llegar lo más rápidamente posible a 
«regla de tres», es decir, a la determinación de la cantidad ji 
en la proporcionalidad, a una cantidad dada de una de las magnitudes, 
cida la constante de proporcionalidad mediante un par de cantidades 
pondientes, hasta que los conceptos estén suficientemente maduros. Por 
meter este error observamos cómo muchos alumnos toman a menudo 
proporcionalidades aplicaciones que no lo son. 

Las magnitudes desempeñan un importante papel en todas las ciencias. 
ciencia se considera desarrollada cuando ha sido elaborada una teoría de 


Por ello frecuentemente una aplicación entre magnitudes se sustituye 
otra que se aproxime a aquélla y sea una proporcionalidad. Por ejemplo, si 
designa por x la medida de una cantidad arbitraria de la magnitud de 
de la aplicación y por y la de la correspondiente de llegada, la aplicación 


y=rz+at+ B? +... 


no corresponde a una proporcionalidad directa, pero si a, fs .... son muy 
queños, para valores no muy grandes de x pueden despreciarse los. 
ax, Ba «n quedando 


que corresponde a una proporcionalidad directa, según se indicó en el 
o 13, Este caso se presenta en Física al estudiar la dilatación y en otras 
chas cuestiones. 

Si se desea conocer otros puntos de vista actuales sobre este tema 
puede consultar: 


Axarcu1, Concepto de Magnitud Escala, «Revista de Enseñanza Media», núm. 153. 

Laza, Proporconaliad en Arimésica, Revista «Gaceta Matemáticas, núme. 1 
Ambas exposiciones son elementales. En la primera de ellas se compara la 

sición clásica de magnitud con la actual 3 
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TOPOLOGIA 14 


1. La recta racional como espacio topológico 
En el $ 12 hemos estudiado la biyección 


» 
R—r 


existente entre números reales y puntos de la recta. Por otra parte, en el 
sonjunto R de los números reales se estableció una partición: 


R=0+1 


en racionales e irracionales. Hemos designado por 1 al conjunto de los irra- 
cionales. 


+ DEFINICIÓN 1.1: Se llama recta racional al conjunto de los puntos de la 
recta que son imagen de números racionales en la biyección b. 

La recta racional resulta, por tanto, al suprimir en la recta los puntos que 
son imagen de números irracionales en la biyección b. 

Notemos que los puntos suprimidos dependen de cómo se haya estable- 
cido la biyección b, es decir de cuál haya sido el punto unidad elegido. 

La recta racional tiene, por tanto, «huecos» respecto de la recta real, pero 
aunque se han suprimido infinitos puntos, estos «agujeros» son imperceptibles, 
ya que entre dos números racionales siempre hay otro. 

Por tanto, dado un punto de la recta, imagen de un número irracional en 
la biyección D, «siempre existe otro punto de la recta imagen de un número 
racional en la biyección b, tan próximo al primero como queramos (proposi- 
ción 5.2 del $ 11), y, por tanto, infinitos (ejercicio 5.14 del mismo 5). 

Consideraremos en este párrafo a la recta, limitándonos a sus puntos ra- 
cionales, 
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+ DEFINICIÓN 1.2: Se llama intervalo abierto de extremos los puntos M 
y H al conjunto de los puntos del segmento MH, excluidos sus extremos. 

Teniendo en cuenta la biyección b, llamaremos intervalo abierto de extre- 
mos los números racionales m y h (supuesto m<h) al conjunto 


(*E0|m<x<h) 
El intervalo abierto de extremos los números m y h, tales que m<h, se 
designa por 
(m, h) 


Por tanto, 


:E0|m<x<») | 


* DEFINICIÓN 1.3: Se llama intervalo cerrado de extremos los puntos M y H | 
al conjunto de los puntos del segmento MH, incluidos sus extremos. | 


EJERCICIOS 


1.1 Teniendo en cuenta la biyección b, defina el concepto de intervalo cerrado | 
de extremos los números racionales m y h. Este conjunto se designa por 


lo, 4 
1.2 Decida para cada uno de los números racionales 


3 
GA 


si pertenecen al intervalo cerrado 
EL 
13 Ponga varios ejemplos de intervalos abiertos y cerrados y para cada sse 


de ellos indique un número que pertenezca y otro que no pertenezca sé 
intervalo. 


1.4 Repita el ejercicio anterior, sustituyendo la palabra «número racional» per | 
«punto de la recta racional». 


15 Diga si el intervalo 
S=[*€Q|m<x<h) 


es abierto o cerrado. 
L6 Diga cuál de las siguientes formas de designar el intervalo del ejercicio ante- 
rior le parece más apropiada: 
O O O) 
1.7 Ordene los cuatro intervalos indicados en el ejercicio anterior por la 
relación de inclusión. 


18 ¿Cuáles son los intervalos abierto y cerrado de extremos los puntos M y H, 
cuando M coincide con H? 


19 Deduzca del ejercicio anterior si al conjunto Ø debe considerarlo como in- 
tervalo abierto o cerrado. ¿Y a los conjuntos unitarios formados por un 
único punto? 


L10 Demuestre que la intersección de dos intervalos abiertos es otro intervalo 
abierto. 


* DEFINICIÓN 1.4: Se llama conjunto abierto a la unión de intervalos abier- 
tos (en número finito o infinito). 


* Ejemplo: El conjunto unión 
(-2,3U65, 7 UI6, 10) 


es un conjunto abierto. 


EJERCICIOS 
111 Elija dos conjuntos abiertos y compruebe que su intersección es otro con- 
junto abierto. 
112 si 
h h, bh h 
son intervalos abiertos, demostrar que la intersección de los dos conjuntos 
abiertos 
4=hUhUl; B=) 
es otro conjunto abierto. Tenga en cuenta la distributividad de la N respecto 
de la U conjuntista. 


L13 Elija tres conjuntos abiertos y compruebe que su unión es otro conjunto 
abierto, 


1.14 Demuestre que la unión de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 
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1.15 Construya un intervalo abierto /, tal que 


l 
| 


1.16 Demuestre que el conjunto Q de 
junto abierto. Tenga en cuenta que 
truirse un intervalo abierto que lo contiene. 


1.17 Demuestre que el conjunto 
0, >)=(x € Q13<x) 


1 
; 
| 
: 


es un conjunto abierto. 
1.18 Demuestre que el conjunto 
t =(x € Q|152) 


no es un conjunto abierto. 
1.19 Ponga otros ejemplos de subconjuntos de @ que no sean abiertos. 


Los subconjuntos de Q que son conjuntos abiertos tienen las siguientes 

propiedades: 
T) La unión de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

I) La intersección de dos conjuntos abiertos es otro conjunto abierto. 

II) El conjunto vacio y Q son conjuntos abiertos. 

Para expresar que los subconjuntos de Q, que son conjuntos abiertos, ve- 
rifican estas tres propiedades se dice que estos subconjuntos definen una to: 
pologia en Q. 


2. Espacio métrico 

Sea TI el conjunto de los puntos del plano. Sean A y B dos puntos del 
plano. Cuando decimos habitualmente que la distancia del punto A al punta 
B es 3,5, queremos expresar que al medir el segmento {{AB}}, con el seg- 
mento unidad elegido, se ha obtenido el número real 3,5. Para cada pareja 
(A, B) de puntos, la distancia del primero al segundo es un número real ne 
negativo. Como 

(A,B)E MI 


podemos decir que la distancia es una aplicación que asocia a cada pares 
de puntos del plano un número real r perteneciente a R,: 


4 
(A,B) — r 


O sea, una aplicación de 


a 
nxi —> R 


Por tanto, designaremos por 


díA, B) | 


a la distancia del punto A al punto B. 


EJERCICIOS 
2.1 ¿Cuál será el número real d(4, 4)? 
2.2 Si d(4,B)=0, ¿qué puede decir de los puntos A y B? 
2.3 Compare los números reales: 

UAB) y 48,4) 
24 Demuestre que 


26 


* 4, B y C son tres | AORTE 
puntos alineados | > [ dist (4, + dis 8, = dist 4, ©) 
enei p dd 


Haga una figura aproplada al caso. 

¿Cómo ha de ser el punto B respecto del segmento AC, para 
dist (4, B)+dist (B, C) > dist (4, C) 

Demuestre que si los puntos 4, B y C no están alineados, entonces 
dist (4, B) + dist (B, C) > dist (4, ©) 

Tenga en cuenta cierta propiedad relativa a los lados de un triángulo. 


se verifique 


De los ejercicios anteriores se deduce que la aplicación distancia de M xT 


en R, verifica las siguientes propiedades: 


n | da,B=0 <> a= | 
m | aca,87-a(8, A) | (Propiedad simétrica) 


mr) | XA, B)+a(B, Cy>d(A, C) | (Propiedad triangular) 
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Para expresar que la distancia es una aplicación de IxT] en R, que ve: 
rifica las tres propiedades anteriores se dice que esta aplicación define uña 
métrica sobre el conjunto I. El conjunto T junto con esta métrica diremos 
que es un espacio métrico. 


EJERCICIO 


2.7 Compruebe que también en el conjunto q, de puntos de la recta racional, se 
puede definir una distancia: 


ao 


je da estructura de espacio métrico a la recta racional. 


3. Espacio métrico y espacio topológico 

Veamos un ejemplo de cómo en un espacio métrico se puede definir una 
topología. Consideremos para ello el espacio métrico del párrafo 2. 
+ DEFINICIÓN 3.1: Dado un punto PETI y un número «E R,, se llama en 
torno de P de radio e al conjunto de los puntos X € TI, tales que d(P, X) <e 


+ EjemeLo 3.1: En la figura 3.1 se ha rayado en rojo el entorno de centro! 
P y radio e, que coincide con el conjunto de puntos del círculo de centro P} 


Figura 3.1 


y radio el segmento cuya medida es el número real e, que no pertenecen a 
circunferencia borde de ese círculo. 


Notación: El entorno de P de radio e se designa por 
EP) 
Por tanto, 


EAP)=(X € N | AP, X) < €} 


EJERCICIOS 


3.1 Supuesto que sobre el plano se ha establecido un sistema de coordenadas 
cartesianas rectangulares, construya el entorno del punto de coordenadas (4, 1) 
y radio 2, Diga si los puntos siguientes pertenecen a ese entorno: 


0,0, aD GD 6D, 0D 
3.2 Ponga otros ejemplos de entornos y señale puntos que pertenezcan y otros 
que no pertenezcan a esos entornos. 


3.3 Demuestre que la unión y la intersección de dos entornos del mismo punto P 
es otro entorno de P. Ponga ejemplos. 


Nota: En los libros actuales de Topología superior se utiliza otra definición 
de entorno distinta de la que hemos dado. 


* DEFINICIÓN 3,2: Llamaremos conjuntos abiertos a los conjuntos de puntos 
del plano que puedan obtenerse de uno de los modos siguientes: 

a) Como unión de entornos. 

b) Como intersección de un múmero finito de entornos. 


c) Como unión de conjuntos de los indicados en los dos apartados ante- 
riores. 


—_—__A4A4A4<4<4+<+<á KK<><+<— 


EJERCICIOS 


3.4 Ponga ejemplos de conjuntos abiertos de cada uno de los tipos anteriores, 
3.5 Repita los ejercicios 1.11 a 1.19 cambiando: 


por 
o— n 

intervalo ——> entorno 

semirrecta ——> semiplano 


comprobando que se verifican las propiedades 1), II) y II), indicadas al final 
del párrafo 1. 


llAAAAAAAAAAAAAAAA<AAAAAAKK<=> 


Del ejercicio anterior se deduce que los subconjuntos de TI que son con- 
juntos abiertos definen una topológica sobre Il. 

Este resultado no es difícil de generalizar. Siempre que se tiene un espacio 
métrico, es decir, un conjunto sobre el que se ha definido una distanci: 


449 


decir, una aplicación que asocia a cada pareja de elementos del conjunto un 
número, perteneciente a R,, y verifique las propiedades T), 11) y III) del pá- 
rrafo 2, basta definir los entornos y conjuntos abiertos como acaba de hacerse 
para Jl, resultando que estos conjuntos abiertos verifican las propiedades 
D, 11) y HI) del párrafo 1, es decir, definen una topología. 

A los elementos del conjunto sobre el que se ha definido la topología se 
les llama puntos del espacio topológico. 


EJERCICIO 


3.6 Busque dos conjuntos abiertos A y B tales que dados los puntos M y H de 
coordenadas cartesianas respectivas 1 


GD y a» 
se verifique 


MEA; HEB; ANB=Ø 


Esta propiedad es general, es decir, dados dos puntos distintos cuales: | 
quiera del plano, se pueden encontrar dos conjuntos abiertos, cada uno de | 
ellos conteniendo a uno de estos puntos y tales que sean disjuntos. No todos 
los espacios topológicos tienen esta propiedad, pero sí los que se han cons- | 
ruido a partir de una métrica, como en el ejemplo que hemos tratado, 


EJERCICIOS 


3.7 ¿Cómo se pueden definir los entornos en el caso de la recta seal, es 
de la recta en que se consideran todos sus puntos? 


3.8 Relacione los conceptos de «entorno» e «intervalo abierto» para el caso 
Je recta racional del párrafo 1. 


4. Topología 


Etimológicamente, Topología deriva del griego y significa «Tratado del 
lugar». 

La Topología es la parte de la Matemática que estudia la noción de præ- 
ximidad. 

El concepto de proximidad está íntimamente ligado al de distancia y ész 
al de entorno. Los puntos A y B se consideran más próximos entre sí que las 
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puntos A y C, si hay un entorno de A que contiene a B y no contiene a C 
(figura 4.0. 


Figura 4.1 


Hemos visto cómo el concepto de entorno nos ha conducido a establecer 
el de conjuntos abiertos. De modo que el concepto de abierto está ligado al 
de proximidad. Sin embargo, la Topología está hoy muy elaborada y se puede 
definir directamente el concepto de proximidad a partir de los conjuntos abie 
tos, sin necesidad de utilizar el concepto de distancia, para establecer dichos 
conjuntos abiertos, pero este estudio cae fuera de los límites de estas breves 
ideas. 


EJERCICIO 


4.1 Considere el conjunto Y de las vocales. Elija algunos subconjuntos de Y de 
modo las propiedades 1), 1I) y 111) de ios conjuatos ablertos 


El padre de la Topología, tal como se entiende actualmente, fue el gran 
matemático alemán Riemann (1826-1866). 


5. Homeomorfismos 


Consideremos ahora aplicaciones de un espacio topológico en otro espacio 
topológico. El concepto de aplicación continua corresponde a la idea intuitiva 
de aplicación que transforma puntos «muy próximos» en puntos «muy pró- 
ximos». 

+ EjempLo 5.1: La curva de la figura 9.1 del $ 3 estableció una aplicación 
del conjunto de puntos de le recta x en el de puntos de la recta y. Ambas 
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rectas reales pueden considerarse como espacios topológicos (ejercicio 3.7). 
La aplicación indicada es continua, pues transforma puntos próximos en pun- 
tos próximos. 


+ EjeupLo 52: La aplicación dada por la curva de la figura 5.1 no es cons 
tinua, pues dados dos puntos de la recta z, muy próxima al A, los puntos de 
la recta y, transformados de aquélla, no son tan próximos como queramos. 
La idea de aplicación continua puede matematizarse diciendo que una 

aplicación 

xY 
es continua en el punto x E X, tal que 

f)=y E Y 


si para todo entorno E(y), del punto y, se puede elegir un entorno Elx), 
del punto z, tal que los puntos pertenecientes a Elx) se transformen en pun- 
tos pertenecientes a Ely) en la aplicación f. Observe que esto no se consigue 
para el punto A de la figura 5.1, 

La biyección f se dice continua si es continua Yz € X. | 


+ Dernación 5.1: Una biyección | 
LY 

donde X e Y son espacios topológicos, se dice que es un homeomorfismo si 

f y f> son ambas continuas. l 


* EJEMPLO 5.3: Las simetrías asiales son homeomorfismos del plano en si| 
+ Epmpro 54: Una materialización del concepto de homeomorfismo se 
consigue del siguiente modo: supongamos un alambre (figura 5.2), si se de 
forma sin romperlo hasta llegar a la forma indicada en la figura 5.3, dos pam- 
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tos próximos antes de la transformación siguen siendo próximos después de 


E E; 


Figura 5.2 Figura 53 


* EJEMPLO 5.5: Otra materialización del concepto de homeomorfismo se con- 
sigue con un trozo de plastilina al cual se ha dado forma esférica (figura 5.4). 


© e 


Figura 54 Figura 5.5 


Si ahora se deforma aplastándola un poco, sin romper (figura 5:5), dos puntos 
próximos cualesquiera siguen siendo próximos. 


6. Algunos conceptos topológicos en el plano 
Consideremos de nuevo el plano como espacio topológico (párrafo 2). 


* DEFINICIÓN 6.1: Llamaremos figura plana a todo subconjunto de puntos 
del plano. 


* DEFINICIÓN 62; Dada una figura E, diremos que el punto P es un punto 
de adherencia de F si en todo entorno de P, de radio no nulo, hay puntos 
de F. 


* EjemPLO 6.1: Consideremos el círculo F de la figura 6.1. Los puntos A 


O 


(9) 


Figura 61 


y B son puntos adherentes de la figura F, pero el punto C no lo es, pues puede 
construirse un entorno de C que no contiene ningún punto de F. 
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* DEFINICIÓN 63: Dada una figura F, se llama cierre de F al conjunto de 
los puntos adherentes de F. 
Notación: El cierre de F se representa por F. 


* EjemeLo 62: Si F es el conjunto de los puntos de un círculo, excluidos los | 
de su circunferencia borde, F será el conjunto de puntos del circulo, incluidos 
los de su circunferencia. 


EJERCICIOS 


6.1 Compruebe con un ejemplo que, cualquiera que sea F 
FCcF 


y después demuéstrelo. 


62 ¿Cuál es el conjunto F, es decir, el cierre del cierre de F? 


63 dem 
Compruebe, cos un ejemplo y después demuestre que cualesquiera que sen 


a) FCG = FCG 
b) FU E 
e) FAGCFNG 


64 Defina cierre de un intervalo, para el caso de la recta racional del párrafo 
¿Cuál es el cierre de (2, 1/3)? 


* DEFINICIÓN 6.4: Se dice que una figura F es cerrada, si 


F=F 


EJERCICIO 
6.5 Ponga un ejemplo de figura cerrada y otra que no lo sea. 


DEFINICIÓN 6.5: Diremos que el punto B pertenece a la frontera de la 
gura F si en todo entorno de B, de radio no nulo, existen puntos de F y p 
que no pertenecen a F. Al conjunto de estos puntos se les llama conf 
frontera de F. 


Notación: Al conjunto frontera del conjunto F lo representaremos por 
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+ Ejemero 63: El punto B, en la figura 6.1, pertenece a la frontera de aquel 
círculo. El conjunto frontera es su circunferencia borde. 


EJERCICIO 


6.6. Compruebe en varios ejemplos que 


EJERCICIOS 
6.7 Dibuje un triángulo T y diga cuáles son los conjuntos 
hryT 
68 Compruebe que 
cr 


69 Diga qué relación existe entre los conjuntos 


Ponga ejemplos. 


* DEFINICIÓN 6.7: Se dice que la figura F es abierta si 


E=F 


EJERCICIOS 


6.10 Describa la diferencia existente entre círculo abierto y círculo cerrado. 
6.11 Lo mismo para triángulo cerrado y abierto. 
6.12 Ponga otros ejemplos. 
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6.13 ¿Encuentra alguna relación entre la definición anterior de figura abierta 
y la definición de conjunto abierto dada en el párrafo 2? 


7. Convexidad 


+ EjewpLo 7.1: Consideremos los polígonos fijos M y H, representados en 
la figura 7.1. Consideremos dos puntos, A y B, pertenecientes a M. Observa- 


mos que todo el segmento fijo AB está contenido en M. Esto es cierto, cuas 


lesquiera que sean los puntos A y B, pertenecientes a M. Por ello deci 
que M es una figura convexa. En cambio, en el polígono H existen pun 
como X e Y, pertenecientes ambos a H, pero tales que el segmento XY 
está contenido en H. Así, en la figura se tiene que 


PEXY pero PEH 


Por ello diremos que la figura H no es convexa. 
+ DEFINICIÓN 7.1: Diremos que la figura F es convexa, si 


Tle mcr | VA,BEF 


EJERCICIOS 
7.1 Diga qué figuras, de las representadas en la figura 7.2, son convexas: 


9 +2 


Figura 7.2 
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7.2 Ponga varios ejemplos de figuras que sean convexas y otras que no lo sean. 

7.3. Repita el ejercicio anterior, para figuras que sean polígonos. 

7.4 En la figura 7.3 se representa un polígono convexo y otro no convexo, Obser- 
ve, en cada uno, la recta roja, que le sugerirá otra posible definición de 
sppllgono comeio», Desarróllel y extiéndala a «figuras convexas cuales- 
quiera». 


Figura 73 
75 En la figura 7.4 se representan dos «figuras no convexas» y dos «converas». 
En cada una de ellas pueden tomarse puntos interiores y trazar semirrectas de 
origen estos puntos. El número de puntos en que dichas semirrectas cortan 
al borde sugiere otra definición de «convexidad». Hágala. 


Figura 74 


7.6 En la figura 7.5 se representa un polígono no convexo, en que el punto 
exterior E equidista de los dos lados más próximos del borde, Construya un 
polígono convexo e intente buscar un punto exterior que equidiste de los dos 
lados más próximos al punto Æ de la poligonal borde, 


Figura 75 


7.7 Ponga un ejemplo para comprobar que «Ia intersección de dos figuras con- 
vexas es otra figura convexa», Demuéstrelo en general. 

78 Teniendo en cuenta que el semiplano es una figura convexa, demuestre, 
teniendo en cuenta el ejercicio anterior, que las siguientes figuras son con- 
vexas: 

a) «ángulo», como se define en el ejercicio 4.2 del $ 2. 
b) «triángulo». 

c) «paralelogramo». 

d) «trapecio». 


79 ¿Es convexa la figura unión de 


figuras convexas? 
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| emcem 


EJERCICIO 
7.10 Ponga un ejemplo de elementos, 4 y B, tales que 


acom; agem 
BEOM; BECM 


* EjEmpLo 7.2; Dada la figura F, rayada en negro en la figura 7.6, exi 
muchas figuras convexas, como la E, tales que 


FCE 


La menor de ellas (menor respecto de la relación de inclusión) es la ra 
en rojo, que pertenecerá a C(E). 


Figura 7.6 


Representaremos por C(F) a la mínima figura convexa que contiene a i 
figura F. Se tiene así que a cada figura F € G(T) se puede asociar una fi 
C(F) € C(I). Esta aplicación de OIT) en C(I) se llama converización, 


© DEFINICIÓN 7.2: Se llama convexización a la aplicación 


è 
em — em) 


que asocia a cada FE GMM) la minima figura convexa C(F) que la contiene 
(mínima respecto de C). 
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EJERCICIOS 

7.11 Defina elemento mínimo respecto de la relación C. 

7.12 Construya la convexizada de cada una de las figuras no convexas vistas 
anteriormente. 


7.13 Compruebe que F C C(P). 
7.14 Demuestre que 


[ra rea | = Janer 


7.15 ¿Por qué [C(), U, M] no es un retículo? 


7.6 Comprosbe que sl se define la operación y, entre elementos de (IM, en 
la forma 
EyF=CEUF) 


entonces 
1207 0 


es un retículo, Compare con el párrafo 12 del $ 10. 


=== 


8. Conexión 


+ EJEMPLO 8.1: Sean A y B dos puntos cualesquiera de la figura F, represen- 
tada en la figura 8.1. Observemos que se puede construir una línea poligonal 
cuyos extremos sean A y B y que no contenga a ningún punto frontera, Por 
ello decimos que esta figura es conexa. 


Figura 8 Figura 82 


+ EjenPLO 8.2: En la figura 8.2 se representa rayada en negro una figura G, 
o parte de TI. Notemos que 


xEG;  YEG 


pero no existe ninguna poligonal que no contenga a ningún punto frontera 
cuyos extremos sean X e Y. Por ello diremos que G no es una figura conexa. 
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EJERCICIO 
8.1 Construya figuras conexas y otras no conexas. 


* EJEMPLO 83: Consideremos la figura rayada en negro de la figura 83, 
Consideremos una poligonal (en rojo en la figura) cuyos extremos sean dos 
puntos, A y B, del borde. Si suponemos, materializando, de papel la figura 83 
y cortamos con una tijera por donde indica la poligonal en rojo, la figura 
queda dividida en dos trozos no conexos. Esta poligonal ha dividido a la fi- 
gura en dos partes no conexas. 


Figura 83 Figura 84 Figura 8.5 


+ Ejempto 84: En el caso de la figura 84 podemos considerar la. poligonal 
de extremos M y H, que divide a la figura en dos partes no conexas, pero 
después de trazar la poligonal de extremos C y D, la figura resultante sigue 
siendo conexa. 

+ Dernución 81: Dada una figura coneza F, llamaremos sección a una PO) 
ligonal cuyos extremos sean dos puntos pertenecientes a F* y sus restantes 


puntos pertenecientes a È. 


© DEFINICIÓN 8.2: Se llama orden de conexión de una figura conexa al más 
ximo número de secciones que pueden efectuarse para dividirla en dos figi 
ras no conexas. 


* EJEMPLOS: 


El orden de conexión de la figura 8.3 es uno. 
El orden de conexión de la figura 8.4 es dos. 
El orden de conexión de la figura 8.5 es cinco. 


EJERCICIO 


8.2 Construya figuras conexas cuyos órdenes de conexión respectivos sean 
3.47 
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orden de conexión=múmero de agujeros+1 


9. Característica de Euler-Poincaré 
* EJempLo 9.1: En la figura 9.1 se muestra una descomposición en triángu- 


Figura 9.1 


los (párrafo 4 del $ anterio) de un poligono, Como resultado de esta des- 
composición se obtiene: 


Vértices={A, B, C, D, F, G} 


A A a DA 
Triángulos=[ÁBC, ACG, AGF, CDF, CFG) 
Si designamos por 
¡Card (vértices)=6 


Card (lados) =10 
n=Card (triángulos) =5 


obtenemos 
a-a+a=6-10+5=1 
EJERCICIOS 
9.1 Haga otras triangulaciones del mismo polígono fijo y abserve que siempre 


-atam 


9.2. Intente probar el resultado anterior, razonando por inducción. 
9.3 Considere ahora la descomposición del polígono de la figura 9.2 en otros 
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94 


95 


9.7 


polígonos que ya no son triángulos, en general, y compruebe que sigue veri- 
ficándose j 
aatas 


donde ahora a, es el número de polígonos en que se ha dividido. 


Figura 92 
Pivida shora el plano en regiones trazando varias rectas y compruebe que 
sigue verificándose 
aatas] 
Tenga en cuenta que ahora algunos lados se han de sustituir por semirrectas. 


Considere ehora la figure 9.3, que posee dos agujeros, Compruebe que si la 
divide en regiones, obtiene 


c-a +e;=1-núómero de agujeros 


Figura 93 


Considere la superficie de un poliedro. Considere sus caras como regiones y 
calcule 


aata 


Repita la misma operación con otros poliedros (tetraedros, cubos, pirámides, 
etcétera). Observe que siempre obtiene el mismo número al calcular 


ata 


SKK 
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* DEFINICIÓN 9.1: Al número 
0 01+ 4, 
considerado anteriormente, se le llama «característica de Euler-Poincarén o 


bien «característica euleriana». 
El gran matemático francés Poincaré (1854-1912) desarrolló esta cuestión. 


10. Propiedades topológicas 


* DEFINICIÓN 10,1: Dos figuras se dicen topológicamente equivalentes si una 
se obtiene de otra mediante un homeomorfismo. 


+ EJempLO 10.1: La circunferencia, la poligonal cerrada y la curva de la fi- 
gura 10.1 son topológicamente equivalentes, 


ES 


Figura 10.1 


A las figuras topológicamente equivalentes a una circunferencia se les 
llama curvas de Jordan. 
+ EjemeLo 10.2: Una superficie esférica y la superficie borde de un cubo 
son topológicamente equivalentes. 

Nota: La relación de equivalencia topológica es una relación de equivalen- 
cia. Los homeomorfismos desempeñan en la Topología un papel similar al que 
juegan los isomorfismos en Algebra. 


EJERCICIOS 


10.1 Ponga varios ejemplos de figuras topológicamente equivalentes. 
10.2 Observe la figura 10.2, Se han trazado varias semirrectas de origen el pun- 


EL A 


Figura 102 Figura 103 
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+ DEFINICIÓN 10.2: Se llaman propiedades topológicas a las propiedades que 
se conservan en los homeomorfismos. 

+ EjempLO 103: La conexión es una propiedad topológica, es decir, si una 
figura es conexa, toda figura topológicamente equivalente a ella también será 
conexa, pues los homeomorfismos transforman puntos próximos en puntos 
próximos. Los homeomorfismos también conservan el orden de conexión. 

+ EjempLO 1044: La convexidad no es una propiedad topológica, pues una fi 
gura puede ser convexa y otra, topológicamente equivalente a ella, no ser con- 
vexa. 


+ EjmpLo 10.5: La característica de Euler-Poincaré también se conserva 
en los homeomorfismos (figura 10.5). Basta sustituir los segmentos por arcos 


de curva continua. | 


Figura 105 


* EjemLo 10.6: Consideremos una cuartilla de papel que naturalmente 
tiene dos caras. Este concepto experimental se matematiza considerando en el 
plano dos orientaciones, correspondiendo cada orientación a una cara de la 
cuartilla, Una orientación en una superficie viene determinada por tres puntos 
no alineados (figura 10.6). Para ir en la cuartilla de un punto de una cara a 
un punto de la otra cara hay que atravesar el borde. Lo mismo ocurre en la 


superficie lateral de un cilindro, Consideremos ahora la superficie represen- 
tada en la figura 10.8, obtenida a partir de la tira de papel de la figura 107, 
pegando el segmento AB con el A'B después de doblarlo de modo que A 
coincida con A” y B con B. Esta superficie se llama banda de Möbius y se 
puede llegar de un punto cualquiera de ella a otro sin atravesar el borde, Es 
decir, esta superficie no es orientable. El plano y la superficie lateral del ci- 


a r 
$ 3 (y 
Figura 107 Figura 10.8 


lindro, obtenida a partir de la tira de la figura 10.7 pero pegando de modo 
que coincida A con B' y B con A” sí son orientables. El toro también es orien- 
table, La orientabilidad también es una propiedad topológica. 


* EjemPLO 10.7: Supongamos un mapa de un país dividido en regiones (o de 
un continente dividido en países) y coloreado de modo que dos regiones (o 
países, respectivamente) limítrofes aparezcan con distintos colores. En estas 
condiciones, el problema de calcular el mínimo número de colores (número 
cromático) necesario es un problema topológico. Este número es otro inva- 
riante topológico. 


EJERCICIOS 


10.5 Recorte dos tiras de rectángulos alargados el indicado en la 
o tii 
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Figura 109 


10.6 Considere una figura convexa y otra figura topológicamente equivalente a 
ella y que no sea convexa, Ponga varios ejemplos. 


10.7 Calcule la característica de Euler-Polncaré para las dos figuras topológica- | 


10.8 Ejemplifique las afirmaciones hechas en los ejemplos 10.3 y 10.7. 


11. Actividades del niño basadas en conceptos 
topológicos 


Es frecuente guiar al niño en sus primeros pasos por la Geometría presen- | 
tándole las figuras regulares antes que las irregulares. Por ejemplo, se acos- 
tumbra a presentar al niño el cuadrado, que es el cuadrilátero regular (f 
ra 11.1), antes que el cuadrilátero general (figura 11.2). 


E A 


Figura 11.1 Figura 112 


Hoy se aconseja estudiar las figuras más generales antes que las 
pues las propiedades comunes a todos los cuadriláteros son más simples 
las propiedades específicas del cuadrado, por ejemplo. Además, siguiendo 
el mismo ejemplo, el cuadrado se define como un tipo particular de 
látero, aquel que es equilátero y equiángulo. 

Las propiedades más sencillas son verificadas por más figuras. Las 
piedades más simples de las figuras y, por tanto, aquellas que se han de 
sentar antes al niño, son las topológicas. 

El concepto de poligonal abierta es uno de los primeros que se pueden = 
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troducir al niño de la Escuela Maternal, mediante situaciones adecuadas, como 
la esquematizada en la figura 113, 


Figura 113 


A partir del concepto de poligonal cerrada se llega al de polígono como 
conjunto de puntos interiores a la poligonal cerrada. A los niños de tercer o 
cuarto curso (ocho o nueve años aproximadamente) puede intentarse guiarles 
para que definan los conceptos de punto interior y exterior a una poligonal 
cerrada plana homeomorfa a una circunferencia, es decir, como la de la fi- 
gura 11.4, pues la de la figura 11.5 no es homeomoría a una circunferencia, 
y respecto de ella no cabe hablar de puntos interiores y exteriores. En cam- 
bio, la poligonal de la figura 11.4 divide al conjunto de puntos del plano en 
tres partes: puntos interiores, exteriores y de la poligonal. 


AQ, 


Figura 114 Figura 115 


Un niño no siente la necesidad de definir punto interior o exterior a una 
poligonal como la de la figura 11.4, ya que estos conceptos son para él intui- 
tivos, por estar de acuerdo con lo que en el lenguaje habitual se entiende por 
interior y exterior. Por ello hay que provocar situaciones que obliguen a en- 
contrar un criterio que caracterice a tales puntos. Una forma de conseguirlo 
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es presentando poligonales muy complicadas, como la de la 

pués de sugerir situaciones similares a la del ejercicio 10.2, puede pedirse a. 
los niños que decidan si un punto tal que una semirrecta que parte de él| 
y corta a la poligonal en 5 puntos, ninguno de los cuales es un vértice, ha. 


Figura 11.6 


de ser interior o exterior, Por ejemplo, puede permitirse a parte de la cl 
que vea el punto dibujado y los niños que no lo ven han de decidir si el punt 


Al concepto de polígono puede llegarse a partir de los puntos interi 
a la poligonal o bien a partir de triángulos consecutivos (definición 4.3 del $ 
terior), poniendo condiciones para tratar de evitar que aparezcan polí 
como el de la figura 11.7, de difícil estudio topológico. 


jos entre figuras del espacio ordinario q materia 
a manipulaciones con plastilina, pudiéndose aplastar y estirar 
sin cortar ni pegar. i 
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Un problema interesante para niños que conocen las letras consiste en cla- 
sificarlas, considerando de la misma clase las que son topológicamente equi- 
valentes. Por ejemplo, si se dispone de alambre muy flexible, se puede pasar 


Figura 11.8 Figura 11.10 


de la J a la S o la N sin cortar ni pegar. También la O y la D, o la R y la A, 
son topológicamente equivalentes (figura 11.11). 

Problemas de conexión como los indicados en el párrafo 8 pueden ser lle- 
vados a cabo por niños con papel y tijeras o con plastilina. 

La convexidad, iniciada en el párrafo 7, es una parte de la Matemática 
hoy en pleno desarrollo, de la que están apareciendo múltiples. aplicaciones, 
y de sumo interés en la enseñanza elemental actual. 


Una iniciación al estudio de la característica de Euler-Poincaré puede pre- 
sentarse hacia el 4° y 5* grado, de modo completamente experimental. Pro- 
blemas simples sobre múmero cromático (ejemplo 10.7) son también propios 
de esta edad. 

En general, los conceptos indicados pueden ser introducidos en la Ense- 
ñanza Primaria, sustituyendo las demostraciones por comprobaciones expe- 
rimentales, después de interesar a los pequeños en el problema, justificándolo 
con situaciones reales e intentando que ellos definan los conceptos una vez 
captadas las ideas. 

Terminemos recomendando algunos libros en que se exponen cuestiones 
topológicas simples aprovechables en la enseñanza elemental: 


Fuercuen, L'Aprentissage de la mathématique aujourd'hui, O.C.D.L., págs. 241-274. 
Mi matcuarRy Pas, Introducción a la Topologia Combinatoria, Budeba: 
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5 FUNCIONES ELEMENTALES 


ble 


1. Funciones de una vai 


Como ya indicamos en el párrafo 9 del $ 2, a las correspondencias se les 
llama también funciones. 

Es frecuente reservar el nombre de función para aquellas corresponden- 
en que tanto el conjunto de partida como el de llegada son conjuntos 
de números, o conjuntos productos de conjuntos de números. 

+ EjmeLo 1.1, La correspondencia f que asocia a cada número real, x, su 
cuadrado, es una función. Su conjunto de partida es el conjunto R, de los núme» 
ros reales, y su conjunto de llegada es el mismo cuerpo real. Esta función de 


a—Lr 


que asocia a cada número real, su cuadrado: 


. 


es una aplicación, es decir, es una función uniforme. 

En lo sucesivo nos limitaremos a funciones uniformes, es decir, a funcio- 
nes que sean aplicaciones. 
+ EjemPLO 12, Consideremos la correspondencia que asocia a cada pareja 
(x,y), de números reales, el número real 1+1. Como la pareja (x,y) es un 
elemento del conjunto producto RxR y el número real "¿y? € R, estamos 
ante una aplicación de 

RxR —> R 


y como esta función asocia a cada pareja 
y — ta 


diremos que se trata de una función de dos variables. 
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= EjymPLO 1.3. La función 
RxRxR —> R 


ue asocia a cada terna de números reales 


(54,2) —> 1+y+2ER 


es una función de tres variables. 

La función del ejemplo 1.1, que asociaba a cada número real otro número 
real, su cuadrado, era una función de una variable. 

Al conjunto de partida de una función se le llama también campo de va- 

siabilidad de la variable independiente, y al conjunto imagen de la aplica- 
ción (o función uniforme) se le llama entonces campo de variabilidad de la 
función. 
+ EjmmPLo 1.4. En la función que asocia a cada número real no negativo, x, 
el número real negativo — yx (cuyo cuadrado es x), el campo de variabilidad 
de la variable independiente es el conjunto R, de los números reales no ne- 
gativos, pues se trata de una aplicación de 


R. — R 


y el campo de variabilidad de la función es el conjunto R. de los números 
reales no positivos. 


MaM 


EJERCICIOS 


L1 ¿Cuál es el número real /(3), imagen de 3, en la función del ejemplo 1.1? 
L2 ¿Cuál es la imagen de (—2, 3) en la función del ejemplo 1.2? 
L3 ¿Cuál es la imagen de (—3, 0, 1) en la función del ejemplo 1.32 


1.4. Ponga un ejemplo de correspondencia cuyos conjuntos de partida y de llegada 
no sean conjuntos de mimeros. 


1.5 De las funciones siguientes, indique cuáles son funciones de una variable: 


a) la que asocia a cada número natural n el número natural n+n; 
b) la que asocia a cada pareja (h, k), de enteros, su diferencia h—k; 


= el mayor número natu- 


mba 


d) la que asocia a cada terna (h, k, j), de naturales, su m.c.d. 
L6 Señale los campos de variabilidad de la variable independiente y de la función 


a71 


e da al dl ee LON AN 
ciones de una variable del ejercicio anterior. 


1.7 Ponga otros ejemplos de funciones de una variable, indicando el campo 
variabilidad de l2 variable independiente y el de la función. 


2. Representación gráfica de funciones 
de una variable 


* EJEMPLO 2.1. Consideremos la función que asocia a cada número real 
el número real 5+2-x, que, de acuerdo con la notación utilizada el cu 
pasado, puede expresarse escribiendo: 


z —> 5+2% 


y si, como es habitual, designamos por y al número real imagen de x, la fun 
ción que estamos considerando puede expresarse en la forma: 


Para expresar que la imagen del número real 3, en esta función, es el número 
real 
542:3=5+6=11 


se acostumbra a decir que 


| para iguala 3 es y iguala 11 | 


o bien que 


| cuando a la variable independiente se da el valor 3, | 
| la función toma el valor 1' 


Generalicemos este ejemplo: 
La función 


r—L>r 


que asocia a cada número real x el número real f(x), suele expresarse en 
la forma 


es decir, suele designarse por y la imagen de x en la función f. 
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* EjemPLO 22. La función que asocia a cada número real x el número 
real 2x°+1, se expresará en la forma 


EJERCICIOS 


2.1. Hallar el valor que toma la función del ejemplo 2.2, cuando a la variable inde- 
pendiente se dan los sucesivos valores: 


p3, -5 


2.2 Exprese la función que asocia a cada número real x el número real x+1, como 
se ha indicado anteriormente, es decir, designando por y el valor de la función 
que corresponde al valor x de la variable independiente. 

2.3 Ponga otro ejemplo de función y haga lo indicado en el ejercicio anterior. 


Nota: En este párrafo, y en los siguientes de este capítulo, consideraremos 
únicamente funciones de variable real, es decir, funciones cuyo campo de va- 
riabilidad de la variable independiente sea un subconjunto del conjunto R, 
de los números reales, También el campo de variabilidad de la función será 
un subconjunto de R, en las funciones que consideremos, 


* Eyempro 23. Consideremos la función de variable real 


y=r-1 


En la tabla de la figura 2.1 se indican los valores de la función correspon- 
dientes a varios valores de la variable: 


sia alar 2 do 
2 DiS 
3 3 
O el AE 
A 4 4 
Figura 21 


A partir de esta tabla se pueden construir parejas, cuyas primeras compo- 
nentes sean cada uno de los valores dados a la variable independiente y cu- 
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yas segundas componentes sean los respectivos valores de la función: 


24 
Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares y repre- 
sentemos los puntos correspondientes a cada una de las parejas anteriores, 
interpretando como abscisa la primera componente y como ordenada la se- 
gunda componente de cada pareja. Se obtienen así los puntos indicados en 
la figura 2.2. 


Figura 22 Figura 23 


La tabla de la figura 2.1 podría ampliarse indefinidamente, ya que a 
valor real de la variable independiente corresponde un valor de la funci 
Si representáramos sobre nuestro sistema de coordenadas cartesianas rectan: 
gulares los puntos correspondientes a todos los posibles valores de la variat 
independiente, obtendríamos la curva indicada en la figura 23. Esta 
constituye la representación gráfica de la función 


y=r-1 


que estamos considerando. Se comprende que, como existen infinitos núme 
reales, es imposible representar todos los puntos. Por ello se recurre a 
nicas, en cuyo estudio no entraremos, que permiten representar 
estas funciones de variable real. Nos conformamos con la representación 
ximada, obtenida considerando unos cuantos puntos, como se ha hecho en 
figura 22, y dibujando después una curva que pase por esos puntos, como 
ha hecho en la figura 23. Naturalmente, cuanto mayor sea el número 
puntos considerados, mejor será la aproximación conseguida. 
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EJERCICIO 


24 Representar gráficamente, sobre cuadriculado y en la forma que acaba 
a Tas dl Va rs LACRA Y 22 


áIl ___— 


Nota: Observemos que al representar gráficamente las funciones de forma 


| y=bx+a 


donde a y b son dos números reales fijos. se obtienen rectas, como ya se hizo 
notar el pasado curso. 


3. Función de proporcionalidad directa 


Sean dos magnitudes, entre las que se ha establecido una proporcionalidad 
directa. Si designamos por x a la medida de una cantidad de una de ellas y 
por y a la medida de la cantidad correspondiente de la otra, la proporciona- 
lidad directa se expresa en la forma 

yer | 


donde r es un número real fijo, no nulo, llamado constante o 
cionalidad directa, según se vio en el $ 13. 

En la mayor parte de los casos interesantes, x podía tomar valores perte- 
necientes al conjunto R., de los números reales positivos, o al conjunto. R de 
los números reales, si se trata de una magnitud relativa, y análogamente para y 
(véanse ejemplos de proporcionalidad directa en el párrafo 11 del $ 13). 


Por tanto, definimos la función de proporcionalidad directa somo la apli- 
cación de 


in de propor- 


R, — R, 


o bien de 
R —> R 


que asocia a cada valor x€ R, de la variable independiente, el valor 


ne 
| y=rz 


de la función, donde r es un múmero real fijo, no nulo. 
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Si representamos gráficamente la función de proporcionalidad directa 
y=rz 
obtenemos una semirrecta de origen el origen de coordenadas (fig. 3.1), si se 


trata de magnitudes absolutas, y una recta que pasa por el origen de coorde- 
nadas (fig. 3.2), si se trata de magnitudes relativas. 


Figura 3.1 Figura 3.2 


EJERCICIOS 
3.1 Representar gráficamente, sobre papel cuadriculado, la función de proporcio- 
nalidad directa, cuando la constante de proporcionalidad r es igual g 


3 
campo de variabilidad de la variable Independiente y de la función es Ru, 
decir, si se trata de magnitudes absolutas. 


3.2 Repita el ejercicio anterior, sustituyendo R, por R, es decir, si se trata 


3.3 Interprete gráficamente la constante de proporcionalidad, r, sobre la 
del ejercicio anterior. 


4. Función de proporcionalidad inversa 


Sean dos magnitudes entre las que se ha establecido una proporcional 
inversa. Si se designa por x a la medida de una cantidad de una de ellas y së 
designa por y a la medida de la cantidad correspondiente de la otra, la pro- 
porcionalidad inversa se expresa en la forma 


Tk] 


hal 


donde k es un número real fijo, no nulo. 
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En la mayor parte de los casos interesantes, x e y podían tomar valores 
pertenecientes a R,, o bien a R, si se trata de magnitudes relativas. 
Por tanto, definimos la función de proporcionalidad inversa como la apli- 
cación de 
R, — R, 
o de 
R—R 


que asocia a cada valor, x, de la variable independiente, el valor 


1z 
de la función, siendo k un número real fijo, no nulo. 
Si representamos gráficamente la función de proporcionalidad inversa 


E 


obtenemos una curva, llamada hipérbola equilátera (fig. 4.1), si se trata de 
magnitudes relativas, es decir, si el campo de variabilidad de la variable in- 
dependiente y de la función es R y una de las dos ramas de la hipérbola equi- 
látera (fig. 4.2), si se trata de magnitudes absolutas, es decir, si sustituimos 
R por Re- 


+ 


Figura 4.1 Figura 42 


EJERCICIOS 


4.1 Representar gráficamente, sobre papel cuadriculado, la función de proporcio- 
nalidad inversa E 
a 
considerada como aplicación de R, en R. 
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4.2 Repita el ejercicio anterior, sustituyendo R, por R. 
43 En la figura 4.3 se representa la hipérbola equilátera de ecuación 
ay=k 


Cada punto P, de la hipérbola, es vértice de un rectángulo, otro de cuyos: 


5. Leyes de exponentes 


+ Deriición 5.1: Como ya indicamos anteriormente, la potencia se 
en la forma: 


donde la base a es un número real y el exponente n es un número 
mayor que 1. Para el caso de ser n igual a 1, se define 


aza | 


De esta definición se obtienen, inmediatamente, las tres propiedades si 


Pl: 

abER 
P2: 

n,mEN* 
P3: | 
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es decir, donde a y b son números reales y n y m son números naturales no 
nulos. 


EJERCICIOS 


5.1 Comprobar las tres propiedades anteriores, para 
y bel; n=l}; m=3 


5.2 Demostrar las tres propiedades anteriores, teniendo en cuenta la conmutati- 
vidad y asociatividad del producto. 


5.3 Demuestre que 


Ponga ejemplos. 
5.4 Compare la expresión 


namatat".ta; MEN ER 
y las siguientes propiedades que se deducen de ella: 


El: mla+b)=n0+ 


men 
Ed | (n+ma=natma 


abER 


EX | m(na)=(m-nja 
E 


estudiadas en el párrafo 6 del $ 13 con la definición de potencia y las tres 
propiedades Pl, P2 y P3. 


* DEFINICIÓN 5.2: Cualquiera que sea el número real a, se define 


EJERCICIO 
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© DEFINICIÓN 5.3: Cualquiera que sea el número real a, se define 


donde n E N*. 


EJERCICIOS 
5.6 Compruebe que la definición anterior se justifica sustituyendo m po: 
y teniendo en cuenta la definición 5.2. 


5.7 Calcule 
3 


38 Demuestre que 


Ln 
F 


donde m, n € N. Ponga ejemplos. 


* DEFINICIÓN 5.4: Dado el número racional 


EJERCICIOS 


59 Justifique la definición anterior, sustituyendo » por 
5.10 Calcule 


5.11 Demuestre que 


ym por g en 


5.12 Demuestre que las propiedades PI, P2 y P3 son también ciertas si m y 
son números racionales cualesquiera. 

Nota: Las propiedades Pl, P2 y P3 son también válidas cuando n y m son ni 
reales. Si se desea estudiar las demostraciones de lo que se acaba de afirmar puede ces- 
sultarse cualquiera de los libros siguientes: 

ABELLANAS: Elementos de Matemáticas. Madrid, 1967, pág. 431. 
Rey Pastor: Elementos de Anélisiz Algebraico. Madrid, 1961, capítulo VIII, $ 6. 
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5.13 Demuestre que las expresiones de los ejercicios 5.3 y 5.8 son ciertas si m 
y n son números racionales, después de poner ejemplos de cada una, 


6. Función exponencial 
* EjEmpLO 6.1: Consideremos la función 


a partir de la cual construimos la tabla de valores siguiente: 


< y 
2 Pet 
3/2 MeNe. 212/2028 
1 2=2 
1 Meli 
0 P=l 
-IR | A pes =07 
1 

-1 La 

23-05 


an | 20.5 /5- VZ =o% 


am oien 
As 


siendo su representación gráfica la indicada en la figura 6. 


Figura 61 
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Notemos que el campo de variabilidad de-la variable independiente es R, 
mientras que el campo de variabilidad de la función es R,. Como 


p>I>7>2 


cualesquiera que sean los números reales p y q, es decir, como al aumentar la 

variable independiente aumenta la función, diremos que esta función es cre- 

ciente. 

+ Dermición 6.1: Se llama función exponencial, de base a, a la aplicación 
>. 


donde x representa un número real arbitrario, es decir, a la función 


en que a es un múmero real positivo. 


EJERCICIOS 
6.1. Representar gráficamente la función exponencial 
(5) 
z 
Estudie los campos de variabilidad de la variable independiente y de la fun- 


ción en el ejercicio anterior 
63 Compruebe que la función exponencial del ejercicio 6.1 es decreciente, es 


OS 


cualesquiera que sean los números reales p y q. 


64 Compare la representación gráfica obtenida en el ejercicio 6.1 con la de la | 
figura 6.1, comprobando que se trata de dos curvas simétricas, en la simetría | 
axial cuyo eje de simetría es el eje de ordenadas. 


6.5 Estudiar para qué valores de a será creciente y para cuáles será decreciente la | 
función exponencial | 


e 


ysa 


66 Compruebe gráficamente, sobre la figura 6.1, que la función exponencial del 
ejemplo 6.1 establece una correspondencia biunívoca entre los números reales 
7 Joë mémaros reales positivos. Generalice eate resultado, para cualquier val 

a 
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6.7 Compruebe que si a es negativo, la función exponencial 
ye 


no asocia a cada número real un número real, Para ello haga que = tome valo- 
res inversos naturales pares. 


7. Logaritmación 


* EJEMPLO 7.1: Como el número real A, tal que 


ES 


es 3, decimos que el logaritmo en base 2 de 8 es 3 y escribimos 


* EJEMPLO 7.2: Como 


3=9 
decimos que el logaritmo en base 3 de 9 es 2 y escribimos 
log,9=2 


Abreviadamente: 


+ DEFINICIÓN 7.1: Decimos que el logaritmo en base a de h es igual a n y 
escribimos 
log. h=n 


si 


e=h 


Abreviadamente: 
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EJERCICIO 
7.1 Calcular 


loga4; log8l; — logW16; — logs125; logi 1000 
logo; — logó(e);  log8; logs125; — logus1000 


O 


Observemos que en la expresión 
eh 
intervienen tres números reales. La operación consistente en calcular h, dados. 
a y n, se llama potenciación. La consistente en calcular a, dados h y n, radi- 


cación, Y la consistente en calcular el exponente n, dados a y h, logaritmación, 
Por tanto, la potenciación tiene dos operaciones inversas, la radicación y la 


+ PROPOSICIÓN 7.1: El logaritmo del producto de dos números es igual a la 
suma de los logaritmos de los factores, es decir, 


Toga (hk)=log h+1ogak | 


Demostración: 
lo h=n <> =h 
= aar=hk 
= eeh 
pinnaa ie | vaa pieno 3 


log. (hk)=n+m <> a*"=hk 
ps 


Jog, (hk) =log, A + logs k 


EJERCICIOS 


7.2 Comprobar la expresión anterior para 
e=}; he4; ke8 


7.3 Demostrar que 
h 


me ($) eetas 


después de comprobar esta expresión con un ejemplo. 
74 Demostrar que 
log, (4)=s-log. h ser 


Ponga ejemplos. 


7.5 Busque una expresión que permita calcular el logaritmo de una raíz, en fun- 
ción del radicando 


y del índice de la raíz. Ponga ejemplos. 
7.6 Después de poner ejemplos, demuestre que 


logs a=- 


1 
Toga b 
7.7 Lo mismo para 
log. A=(log. b): (og A) 
78 A partir de los dos ejercicios anteriores, pruebe que 
Iph 
Toga 
donde b es un número real no nulo. 


log. h= 


8. Función logarítmica 


* DEFINICIÓN 8.1: Se llama función logaritmica, de base a, a la aplicación 


x—> lour 


que asocia a cada múmero real, x, el número real log, x, es decir, a la función 


* EjempLo 8.1: Dada la función logarítmica de base 2: 
y=logex 
construyamos, a partir de ella, la tabla de valores: 
Ej Bo A td A 1 


laos, miralo, 2 
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y representémosla gráficamente (Fig. 8.1). 


comparamos la tabla de valores del ejemplo 8.1 con la del ejemplo 6.1, ob- 
servamos que esta curva se obtiene de aquélla, cambiando entre sí los valores. 
x e y. Este resultado no debe sorprender, ya que 
y=lgx => V=r 
y, evidentemente, 
v=x 
se obtiene a partir de la función exponencial 


y=x 
cambiando entre sí x e y. 


EJERCICIOS 


8.1 Comprobar que si r es negativo, entonces log,r no es un número real. 
8.2 Compruebe que en la función logarítmica 
y=logx 
el campo de variabilidad de la variable independiente es R, y el campo 
variabilidad de la función es R. 
8.3 Compruebe que la función del ejemplo 8.1 es creciente. 
8.4 Represente gráficamente la función 
r=log,x 


comi con la gráfica obtenida en el ejercicio 6.1. ¿Es creciente esta. 
función? 
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En general, la función logarítmica es una biyección, cuya correspondencia 
inversa es la función exponencial. 

Lo mismo que la exponencial, la función logarítmica sólo está definida si 
la base, a, es un número positivo. 


EJERCICIOS 
8.5 Calcule aproximadamente los logaritmos en base 2 de los números 3, 5 y 7, 
ayudándose de la gráfica de la figura 8.1 
8.6 Calcule el número natural n tal que 
n< log 3672 <m+1 


8.7 Compruebe que el logaritmo en base 2 de x es proporcional al logaritmo en 
base 10 de x, cualquiera que sea x. ¿Cuál es la constante de proporcionalidad? 
Ayúdese del ejercicio 7.8. 


¡íl A 


El ejercicio anterior muestra que, conocidos los logaritmos decimales, pue- 
den calcularse inmediatamente los logaritmos en otra base, distinta de diez, 
sin más que multiplicar por una constante. Por ello, basta construir tablas de 
logaritmos en una sola base, habiéndose elegido la base decimal. En dichas 
tablas sólo se encuentran las cifras decimales del número buscado, ya que su 
parte entera es inmediata de calcular, como sugiere el ejercicio 8,6. 


+ Proposición 8.1: La función logarítmica es un isomorfismo del grupo mul- 
tiplicativo de los múmeros reales positivos, no nulos, en el grupo aditivo de 
los números reales. En otras palabras, la aplicación 

loge 


RES 


es un isomorfismo del grupo (R?,») en el grupo (R, +). 


Demostración: Basta tener en cuenta la proposición 7.1 y que la función logarítmica 
establece una biyección de R? en R. 


Una aplicación interesante de este isomorfismo es la REGLA DE CÁLCULO. 
Esencialmente, este instrumento consiste en dos reglitas graduadas a escala 
logarítmica (fig. 8,2), esto es, dos reglitas con escalas en las que se ha susti- 
tuido cada número n por el número h, tal que 


log, h=n 


con lo cual la operación de multiplicar se ha sustituido por la de sumar. 
Por ejemplo, para multiplicar 2 por 3, se disponen las reglitas como indica 
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la figura 82, haciendo que el 1 de la reglita superior quede frente al 2 (uno 
de los factores) de la reglita inferior, con lo cual frente al 3 (el otro factor) 
de it el 6 (producto de 2 y 3) en 


i 
i 
i 


la reglita inferior. 


EJERCICIOS 


positivas, por el correspondiente valor, x, obtenido mediante la curva, 
89 Utilice la regla de cálculo así construida para efectuar multiplicaciones y 
divisiones sencillas. 


9. Las funciones y su representación gráfica 
en la Escuela Primaria 


| 
Cuando el niño sólo conoce el concepto de número natural, ya puede ma- 
nejar funciones cuyo campo de variabilidad de la variable independiente y de 
la función sean subconjuntos del semianillo N, de los naturales. 
Así, por ejemplo, la gráfica de la figura 9.1 representa una de estas fun- 
ciones, 


1963 1964 1965 1966 197 1968 
Figura 9.1 
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En abscisas se han representado años y en ordenadas el número de alumnos 
matriculados en 2* Curso de Magisterio, a principio de curso de cada uno de 
los años indicados, en una cierta Escuela. 

Estas funciones experimentales son las que más interesan al niño. 

Cuando el niño ya maneja números decimales, pueden introducirse funcio- 
nes, como la de la figura 9.2, donde se ha representado en ordenadas la tem- 


WLO 14, 48..16 e 


Figura 9.2 


peratura, en grados centígrados, de un enfermo, tomada a la misma hora 
cada uno de los días indicados en abscisas. 

En este ejemplo se ha pasado de los puntos, representados en rojo, a la poli- 
gonal cuyos vértices son esos puntos. Aunque no se conoce la forma de la 
curva entre cada dos puntos rojos, pues no se ha tomado la temperatura en 
cada instante, sino una vez al día, al pasar de los puntos a la poligonal, se ha 
pasado de una función de variable natural a un función de variable real, 

Se ha obtenido así una función cuya representación gráfica es una poligonal 
abierta formada por varios segmentos concatenados. A tales funciones se les 
suele llamar funciones segmentarias. 

En la función 

z= 


y en otras similares, el campo de variabilidad de la variable independiente 
puede ser N, Z, Ọ, etc, pudiendo estudiarse estas funciones cuando el niño 
maneja los naturales, los enteros, los racionales, etc. 

Las representaciones gráficas pueden ayudar a distinguir entre función 
creciente y función de proporcionalidad directa, que son confundidas frecuen- 
temente. 

La función que asocia a la medida x del radio r, la media y de la longitud 
de la circunferencia de radio r, cuando se toma la misma unidad para medir 
el radio y la circunferencia rectificada, es 

y=2ax 
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En cambio, la función que asocia a la medida x del lado |, la medida y de 
la extensión del cuadrado de lado 1, cuando se toma como unidad de ex- 
tensión la clase de figuras equivalente al cuadrado cuyo lado es la unidad 
de longitud elegida, es 


y=r 


Esta función, representada en la figura 94, es creciente pero no de propor- 
cionalidad directa, lo que se refleja en que su gráfica no es una recta. Lo 
mismo podría decirse para función decreciente y función de proporcionalidad | 
inversa. 
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ESPACIOS VECTORIALES 16 


1. Vectores fijos 


Sea II el conjunto de puntos del plano, Sean A y B dos puntos distintos 
del plano, es decir;-sean- 


AEM BEN 


Designemos por Ay a la semirrecta de origen el punto A y que contiene al 
punto B. Análogamente, sea B, la semirrecta de origen B, que contiene al 
punto A. Consideremos el segmento fijo 


AB=As 0 B, 


de extremos los puntos A y B (fig 1.1). En el segmento fijo AB podemos con- 
siderar dos orientaciones, correspondientes a la idea intuitiva de recorrer AB 


n= 


Figura 1.1 Figura 12 Figura 13 


yendo desde A hasta B, o bien desde B hasta A, lo que se matematiza dando 

rto orden. Al segmento fijo AB, junto con üna de estas 
+ llamaremos segmento fijo orientado o vector fijo. El 
segmento fijo E da lea pues, a dos posibles vectores fijos, según el or- 
den en que se den sus extremos. El primero de los dos puntos dados se llama 
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origen del vector fijo. Asi, la pareja ordenada de puntos (A, B) define el vector 
fijo de origen A y extremo B, que representaremos por AB (Fig. 1.3). Por el con- 
trario, la pareja ordenada de puntos (B, A) define el vector fijo BÅ, de origen B 
y extremo A (Fig. 1.2). 

Como AET y BETI, por tanto (A, B) € IxT. Por tanto, si designamos 
por V al conjunto de los vectores fijos del plano, la aplicación 


nxn > V 


que asocia a cada pareja ordenada de puntos (A, B) € MI xII el vector fijo 
ABE V, es una biyección. 


Los vectores fijos, como el ÅA, cuyo origen coincide con su extremo, se 
llaman vectores fijos nulos. 


Dos vectores fijos, como AB y BC, tales que el extremo del primero coin: 
cida con el origen del segundo, se dicen consecutivos (fig. 1.4). 


Figura 14 


Dado un vector fijo AB, consideremos el segmento fijo ÄB, cuyos extres 
mos son el origen y el extremo del vector. Este segmento fijo determina un 
spre ((AB)), formado por todos los segmentos iguales al AB. A la me- 

fa del segmento ((AB)), con un segmento unidad ŭ, se le lama módulo 


del vector fijo AB. El módulo del vector fijo AB se representa por 
ji 


EJERCICIOS 


11 ¿Son iguales los módulos de los vectores fijos 4B y B4? 
1.2 ¿Cuál será el módulo de un vector fijo nulo? 


Se lama dirección del vector fijo no nulo AB-a la dirección de la recta 
que contiene al segmento AB. 
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EJERCICIO 


13 Si dos vectores fijos tienen la misma dirección, ¿han de estar contenidos en 
la misma recta? 


Para expresar que el vector fijo AB tiene la misma dirección que el CD, 
escribiremos 
AB|| CD 
Dos vectores fijos que tienen la misma dirección pueden tener el mismo 
sentido o sentidos contrarios. La idea de sentido es conocida, pues pertenece 
al lenguaje habitual. Así, 


a) RP y TS de la figura 1.5 tienen el mismo sentido. 


Da 


Figura 15 Figura 16 


b) GH y XY de la figura 1.7 tienen el mismo sentido. 
c) MN y EF de la figura 1.6 tienen sentidos contrarios. 


Pus Hz . a Li o 
Figura 17 Figura 18 Figura 19 


d) AB y CD de la figura 1.8 tienen sentidos contrarios. 
e) JR y 00 de la figura 1.9 tienen sentidos contrarios. 


Precisemos matemáticamente esta idea intuitiva: Para el caso de los vectores 


fijos RP y TS de la figura 1.5, observemos que la recta definida por los puntos 
R y T, orígenes respectivos de esos dos vectores fijos, divide al plano en dos 
semiplanos, perteneciendo los puntos P y S, extremos respectivos de esos vec- 
tores fijos, al mismo semiplano. En cambio, para el caso de los vectores fijos 


MN y EF de la figura 1.6, sus extremos respectivos N y F pertenecen a dis- 
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tintos semiplanos respecto de la recta que pasa por los puntos M y E, oríge- 


nes respectivos de esos vectores fijos. Para los vectores fijos GH y XY, de la 
figura 1.7, contenidos en la misma recta, observemos que la semirrecta Xy 


está contenida en la Gs. En cambio, para los vectores fijos JK y OQ, de la 
figura 1.9, la semirrecta Jr ni contiene, ni está contenida, en la Og. Lo mismo 
ocurre para los vectores fijos de la figura 1.8. 


EJERCICIOS 


1.4. ¿Tendrán el mismo sentido dos vectores fijos AX y 
situados en distintas rectas, tales que los puntos X e Y pertenecen 
semiplano de borde la recta que pasa por los puntos 4 

1.5. ¿Tendrán el mismo sentido dos vectores fijos 41 
recta y tales qi 


Para expresar que los vectores fijos AB y CD tienen el mismo sentido, 
escribiremos 


AB1 cb 
y para expresar que tienen sentidos contrarios, escribiremos 
ABCD 
2. Equipolencia de vectores fijos 
Consideremos la aplicación que asocia a cada pareja (P, Q) de puntos del 
plano, el punto medio M del segmento PO (figura 2.1). Tenemos así una apli- 


cación 
nxn — n 


Figura 21 
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es decir, una operación interna en el conjunto Il; como ya se indicó en el ejem- 
plo 3.1 del $ 5. Utilizaremos + como signo convencional de esta operación 
interna, es decir, escribiremos 


P+ 


para designar al punto medio del segmento de extremos P y Q. De acuerdo 
con la figura 2.1, se tiene, pues, 


P+Ọ=M 


Consideremos dos vectores fijos, AB y CD (figura 22) y sean 
B+C=H; AsD=K 


es decir, sea K el punto medio del segmento cuyos extremos son el origen, A, 


Figura 22 Figura 23 


de AB y el extremo, D, de CD y sea H el punto medio del segmento cuyos 
extremos son el origen, C, de CD y el extremo, B, de AB, En general, los puntos 
H y K serán distintos, como ocurre en la figura 22. Pero habrá vectores fijos, 
como el RS y el XY, de la figura 23, tales que 

X+S=R+Y 


Por ello diremos que RS y XY son eguipolentes. 

+ DEFINICIÓN 2.1 Diremos que un vector fijo es equipolente a otro, si el 
punto medio del segmento cuyos extremos son el origen del primer vector 
fijo y el extremo del segundo, coincide con el punto medio del segmento cuyos 
extremos son el origen del segundo y el extremo del primero. 

Dados dos vectores fijos, la definición anterior permite decidir si son, o no 
son, equipolentes, Se ha establecido, pues, una relación entre vectores fijos, 
la relación de equipolencia. 

Para expresar que AB es equipolente a CD, escribiremos 


AB CD 
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Por tanto, 


+ Omo EjempLo: Para los vectores fijos JK y HI, de la figura 24, se tiene: 


K+H=F=]+1 => JK Hi 


Figura 24 


EJERCICIOS 


2.1 Dados tres puntos, A, B y C, describa un procedimiento que permita encon- 
trar un punto X, tal que 


ink 
Haga la figura correspondiente. 


Figura 25 Figura 26 
2.2 Si en el ejercicio anterior 4, B y C están alineados, probar que entonces tam- 
bién X está alineado con ellos. Haga una figura apropiada. 


23 Demostrar que dos vectores fijos nulos cualesquiera son equipolentes. Cons- 
truya una figura. FEOS 
2.4 Demostrar que si dos vectores fijos 4B y CD son tales que la poligonal cerra- 
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da ABDCA es borde de un paralelogramo, entonces 
Ab Ch 
Ayúdese de la figura 2.5. 
2.5 Demuestre que si 
Ah Ch 
no estando ambos vectores contenidos en la misma recta, entonces la poligo- 
nal cerrada ABDCA es borde de un paralelogramo. Ayúdese de la figura 2.6. 


Los dos últimos ejercicios permiten establecer: 
PROPOSICIÓN 2.1; 


o * La poligonal cerrada ABDCA 
» AB y CD no están contenidos | | es borde de un paralelogramo. 


en la misma recta. 


EJERCICIOS 


2.6 Demuestre que dos vectores fijos equipolentes tienen el mismo módulo, 
2.7 Dibuje dos vectores fijos que tengan el mismo módulo y no sean equipolentes. 
2.8 Demuestre que dos vectores fijos equipolentes y no nulos tienen la misma 


dirección. 

29 Dibuje dos vectores fijos que tengan la misma dirección y no sean equi- 
polentes. 

2,10. Dibuje dos vectores fijos que tengan el mismo módulo y la misma dirección 
y no sean equipolentes. 


2.11 Compruebe que dos vectores fijos equipolentes tienen el mismo módulo, 
misma dirección y el mismo sentido. 

2.12 Demuestre que si dos vectores fijos tienen el mismo módulo, la misma 
dirección y el mismo sentido son equipolentes. 


Los dos últimos ejercicios permiten afirmar: 
* PROPOSICIÓN 2.2: 


Abn CD | <> 
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* PROPOSICIÓN 2.3: 


A A | 
ABC | 


. AB y OD están contenidos en | 
la misma recta r | 


EJERCICIOS 


2.13 Probar la proposición anterior y construir la figura apropiada. 


2.14 La proposición 2.2 sugiere otra definición de equipolencia, distinta de la 
definición 2.1. Explíquela. 


2.15 Las proposiciones 2.1 y 2.3 sugieren una tercera definición de equipolencia. 
Desarróllela. 


2.16 Demostrar que 
ABC <> A~ BD 


ayudándose de la figura 2.7. 


3. Vector libre 


En el conjunto V, de los vectores fijos del plano, hemos definido la 
ción de equipolencia. Vamos a demostrar que la equipolencia es una 

de equivalencia. Las clases de equivalencia engendradas por esta relación 
llaman vectores libres. 
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EJERCICIOS 


3.1 Demostrar que todo vector fijo es equipolente consigo mismo, tanto si es 
nulo como si no lo es. 
3.2. Demostrar que 


+ PROPOSICIÓN 3.1: 
AB-CD en 
EA => ABE 
Cb EF 
PRIMERA DEMOSTRACIÓN: 
1” Caso: AB, CD y E están situados en rectas distintas, 
a Comencemos suponiendo que ED # BD, donde FD representa a la recta 
que pasa por F y D. 
AB Cb 


Sea Y=B+E 


Sea AsF=X; A+D-C+B 


YA Ue 
XM paralela media de AFD; YM paralela media de ÉEÈ 
CD ~ EF 


proposición 2 
XMI|FD FD|EC EC||YM 
¡DA SLU I 


t 
XM||YM 
+ 


llos puntos Y, M y X están alineados | 


+ 
XEYM 


De modo análogo, pero razonando ahora con las paralelas medias de los 


triángulos frè y f (Fig. 3.1), se prueba que 


XH||YH 
+ == 


los puntos X, H e Y están alineados 


4 
XEYH 
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Por hipótesis: 
FD ý BD => YM fr YH 

Į 

Y e 
XEYMNYH=Y => X=Y => A+F=B+E => AB ~ EF 


zem 
XEYH 


b) Si FD)|BD, la demostración es consecuencia inmediata de la proposi- 
ción 2.1. 


Figura 3 


2. Caso; Dos de los tres vectores fijos AB, CD y EF están situados en le 
misma recta y el otro en una recta distinta. 
En este caso, el razonamiento es el mismo, cambiando sólo la figura. 


3“ Caso: Los tres vectores fijos están situados en la misma recta. 
En este caso, la proposición 23 sugiere la demostración 


SEGUNDA DEMOSTRACIÓN: Es consecuencia inmediata de la proposición 

Esta segunda demostración, aunque es más cómoda, requiere tener en 
ta el concepto de módulo y, por tanto, el de medida. 

De los ejercicios 3.1 y 3.2 y de la proposición anterior sigue: 
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+ Proposición 3.2. La equipolencia es una relación de equivalencia. 
Los elementos del conjunto cociente 


UV 
se llaman vectores libres, o simplemente vectores. 
Cada vector fijo AB define un vector libre, que representaremos por 
{AB} 
Designaremos también a los vectores por letras minúsculas con una flecha 


encima: a, b, €, ... 


EJERCICIOS 

3.3 De las afirmaciones siguientes. indique cuáles son correctas: 
ADE (ABI; ABs (ABI ABLA 

3.4 Diga si es correcto escribir 


[aer] [ua 


3.5 Demostrar que 


[æa] - Tua ih | 


3.6 Demostrar que dados un vector libre a y un punto P del plano, existe un 
único vector fijo perteneciente al vector a y cuyo origen sea P. 


Se llama módulo, dirección y sentido de un vector libre al módulo, la 
dirección y el sentido respectivos de uno cualquiera de los vectores fijos que 
forman el vector libre. 


4. Adición de vectores 
Sean 1 y 7 dos vectores. Sea O un punto cualquiera del plano. Sea ON el 
representante del vector » con origen en O, es decir, sea 
Dhen 
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Ya vimos que siempre existe tal vector fijo ON (ejercicio 3.6). Sea NR el 
representante del vector 7 con origen en el punto N, es decir, sea 


NRET 
El vector fijo OR define un vector libre, ((OR)), al cual llamaremos, por 
definición, vector suma de los vectores n y », de acuerdo con la figura 4.1. 


Esquemáticamente: 


n+r OR | 
| 
+ Proposición 41 La suma de vectores, que acaba de definirse, no depende, 
del punto O elegido. 

Demostración. Se trata de probar que si se elige otro punto O”, en vez: 
de O, se obtiene el mismo vector suma. Es decir, teniendo en cuenta el ejet 
cicio 3.5, se trata de probar que 


ON ~ON a 
S E MESTRER 
NRA NRE 
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En efecto, teniendo en cuenta el ejercicio 2.16 

NON <> AN T A R 
a A => 00" ~ RR' <> OR ~ O'R 
NR- NR <= NN —RR | 


de acuerdo con la figura 4.2. 


Figura 42 


De la proposición anterior sigue que a cada pareja (a,b) de vectores la 
adición asocia a otro vector, 2+b. Estamos, por tanto, ante una aplicación 


yv —> y 


por lo que podemos afirmar que la adición de vectores es una operación interna. 
Propiedad uniforme de la adición de vectores: 


A l abei 
Bb 


EJERCICIO 


4.1. Demuestre la uniformidad, teniendo en cuenta que no difiere, en esencia, de 
la proposición 4.1. 


Propiedad conmutativa: 
varen | asr | 
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EJERCICIOS 
4.2 Demuestre la conmutatividad, ayudándose de la figura 4.3, en que 


Mier osen sker 


oÑe 


43 Demuestre que dados dos vectores 7 y n, si se toman representantes con origen 
en el punto O 
oÑen; Oker 


x 


p e 
s 
Figura 43 Figura 44 
y S es el punto tal que la poligonal ORSNO es borde de un paralelogramo, 
entonces 
Ds eten 


de acuerdo con la figura 4.4. 


Propiedad asociativa: 


vabcev | drhrizarb+o 


EJERCICIO 
4.4 Demostrar la asociatividad, ayudándose de la figura 4.5, donde: 
Dicen Weh Bee? 
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Existencia de ELEMENTO CERO: 
Se llama vector cero a la clase formada por los vectores fijos nulos (ejer- 


cicio 23). Al vector cero lo representaremos por 0. Se verifica: 


view; [aca | 


EJERCICIOS 


4.5 Demostrar que la afirmación que acaba de hacerse es consecuencia de la defi- 
nición de adición de vectores, dada al principio de este párrafo. 

46 ¿Cuál será el módulo del vector cero? 

4.7 Demostrar que 


Then => taod 


El ejercicio anterior sugiere la siguiente definición: 
Dado un vector a, si oiea, el vector ((A0)) se llama opuesto del vec- 


tor a y se representa por —2. 
De lo que acaba de verse sigue la existencia de ELEMENTO OPUESTO: 


vaev; 3-469; | a+t-d=0 


EJERCICIOS 


48 Demostrar 
afirmar de su módulo y dirección? 


49 Si 4=B=M, ¿cómo son entre sí los vectores (MA) y ((MB))? 


4.10. Demostrar que si a y E tienen el mismo sentido, entonces 2 y —B tienen 
sentidos contrarios. 


tienen sentidos opuestos. ¿Qué podemos 


© TEOREMA 4.2 El conjunto % de los vectores libres del plano posee estruc- 
tura de grupo conmutativo respecto de la adición, es decir, (Ù, +) es un 
grupo conmutativo, llamado el grupo aditivo de los vectores del plano. 
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Definición de SUSTRACCIÓN: 
[5-35] < [1.5.3 


d-b=a+(-b) 


EJERCICIOS 
4.11 Demostrar la proposición anterior algebraicamente, como se hizo én el $ 10 
para números enteros, es decir, teniendo en cuenta que (U, +) es un grupo. 


4.12 Demostrar la proposición anterior geométricamente, ayudándose de la figu- 
ra 4.6, en la que 


Trbtr+e=0 


4.15. Diga cómo han de ser los vectores 2 y È para que se verifique 
R-i 


5. Producto de números reales por vectores 
« Ejemezo 5.1 Consideremos la figura 5.1. En ella, el vector MP tiene 


Figura 5.1 


la misma dirección y sentido que el ON, pero su módulo es tres veces el de 
ON, es decir, 
¡ME =3 iON 


MP ON 
MP1 ON 
para expresar lo cual escribimos 
MP) =3(0N)) 


y decimos que el producto del múmero real 3 por el vector libre ((ON)) es el 
vector libre ((MB)) 
+ Emmo 52 En la misma figura 5.1 se tiene 


¡OR¡=210N1; ORION; ORLON 
por lo que escribimos 
OR )=(-M(ON Y) 
+ EjemrLo 5.3 En la misma figura se tiene también: 
¡57|== ON]; ST ON; STON 
por lo que escribimos 


UST) HON 
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+ Dermición 5.1 Se llama producto del número real h por el vector libre 
3 al vector libre, que representaremos por ha, cuyo módulo es igual al pro- 
ducto del valor absoluto del múmero h por el módulo del vector a, cuya 


dirección es la de 3 y cuyo sentido es el de á, si h> 0, y el contrario, si h<0. 
Esquemáticamente: 


VER; YEY; 


De este modo, a cada número real h y a cada vector a podemos asociar 
el vector Ka. Como | 


MBERXV; MEU 


se tiene así una aplicación 
RV] V 


que es una operación externa, según indicamos en el párrafo 6 del $ 13. 


EJERCICIOS 


5.1 Dibuje un vector fijo 04 y construya representantes de cada uno de los 
vectores libres: 
ADi (OA) Suosin 
5.2 Aplique la definición 5.1 a calcular los vectores 
is CUA 
53 Demuestre que s 
|—h)a=— (ha) 


como consecuencia de la definición 5.1. 
54 Demuestre que si A EN, como consecuencia (definición 5.1), se obtiene 


6. Otras propiedades del producto de números 
reales por vectores 


* PROPOSICIÓN 6.1: 


vaer; VRTEV | M+D=hn+ te 


EJERCICIOS 


6.1 Demuestre la proposición anterior para el caso h>0, con ayuda de la 
figura 6.1, en la cual 


Oem Mer 0NEh NR en 
E E GE E E 


w 


Figura 6.1 Figura 62 

6.2 Demuestre la proposición 6.1 para el caso h <0, repitiendo lo indicado en 
el ejercicio anterior, pero sustituyendo la figura 6.1 por la 6.2. 

63 Demuestre la proposición 6.1 para h= 


+ PROPOSICIÓN 62: 5 
VhKER; VREY TEEF J]| 


* PROPOSICIÓN 6.3: 


VAKER; Ynev [rasowa | 


EJERCICIOS 


6.4 Demostrar la proposición 6.2, para los distintos signos posibles de h y k. 
Utilice la definición 5.1. 


6.5 Demostrar la proposición 63. 
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7. Base y coordenadas 


+ PROPOSICIÓN 7.1: Si á y B son dos vectores de la misma dirección, existe 
un número real h, tal que 


hab 
Esquemáticamente: 
¿[P=3HER; hab 
Demostración: 

Si 27 B, basta hacer 

nl 
lal 
Si LB, basta hacer 
e E 

lat 


Ahora la demostración es consecuencia inmediata de la definición 5.1. 


Demnición 7.1 Diremos que el vector È es proporcional al vector a si 
existe un número real h, tal que 


EJERCICIOS 


7.1 Demostrar que si 2 y È son dos vectores de la misma dirección, cada une 
de ellos es proporcional al otro. 


7.2 Demuestre que el vector cero es proporcional a cualquier vector. 
73 Si 22Ú, ¿es a proporcional al vector cero? 


7.4 Demostrar que si è y È son dos vectores no nulos de distinta dirección. 
entonces ninguno de ellos es proporcional al otro. 


+ EJemLO 7.1 Sean 1 y 7 dos vectores no nulos de distinta dirección, Tra- 
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temos de construir el vector 
mi 
Para ello, elijamos un punto O del plano. Sean 
Nen Oker Orem: ORES 


Figura 7.1 


Entonces el punto S (Fig. 7.1) es tal que 
EREA 
de acuerdo con el ejercicio 43: 


EJERCICIOS 


75. Dibuje sobre el plano dos vectores fijos OR y ON y construya representantes 
de cada uno de los vectores: 


LON) +HLOR); — 2LON)AL(OR)); 
ZONO: -Aor 


Figura 72 


7.6 Demostrar que dados dos vectores fijos no nulos ON y OR, de distinta direc- 
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ción, y el vector fijo 07, pueden encontrarse dos números reales, h y K 
tales que 


OF) =M(ON))+kLOR)) 


y observando que 
KOXNI=M(ON) y — HOFN=KORY) 


El ejercicio anterior permite expresar el siguiente resultado: 
© Teorema 7.2 Dados dos vectores u y ©, de distinta dirección, cualg 
otro vector a puede expresarse en la forma 


Gao 


donde x e y son dos números reales. 

Por poderse expresar el vector a de este modo, se dice que el vector a 
una combinación lineal de los vectores u y v. 

Los números x e y son únicos para cada vector &. Por ello, se dice 
los vectores % y Y forman una base del plano vectorial. 

Este par de números (x, y) se llaman las coordenadas del vector a, 
de la base (1,0). 


EJERCICIOS 

7.7 ¿Cuáles son las coordenadas del vector cero? 

78 ¿Cuáles son las coordenadas del vector ™, respecto de la base (%, v)? 
las de $2 F 

79 Si las coordenadas del vector %, respecto de la base (%, v), son (x, 7). ¿ 
les serán las coordenadas del vector —a respecto de la misma base? ¿Y 
del vector Ka? 

7.10 Si las coordenadas del vector a son (x,») y las del vector È son (s1) rem 
pecto de la misma base, ¿cuáles serán las coordenadas del vector 224% 
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Resuélvalo algebraicamente, teniendo en cuenta las proposiciones del párra- 
fo 6 y construya después una figura que visualice el resultado obtenido. 


7.11 Dibuje cuatro vectores fijos OM, ON, OP y DO de distintas direcciones. Con- 
sidere los vectores libres 


M=LOM); TUON;  =L(OP)); ==1100)) 
Se han formado así dos bases 
GA y (an 


Considere otro vector fijo DÁ y calcule aproximadamente las coordenadas 
del vector 


Tuoi) 


respecto de cada una de las dos bases, con ayuda de una reglita graduada 
en milimetros, Opere como en el ejercicio 7.6. 


7.12 Dibuje tres vectores fijos ØM, ON y OP de distinta dirección. Considere los 
vectores libres 


Teh FON POP 
Considere otro vector fijo 04 y el vector libre que determina 
¿=11041) 
y trate de encontrar tres números reales (x, y, s), tales que 


Into 
comprobando que los números reales (s, y, 3) no son únicos, sino que 
pueden elegirse de diversos modos. 

Nota: Los vectores (u, +, w) no forman una base, pues aunque cualquier 
vector a. puede expresarse como combinación lineal de ellos, los números 
(a v, ») no son únicos para cada vector a. 


8. Concepto de espacio vectorial 
Para expresar que 
* (Y, +) es un grupo conmutativo, y 


+ la operación externa Rx Y —> Y posee las propie- 
dades: 


D hn+h=hn+kr 

m (h+k =H + kn varev 
1) Ama VhkER 
V) inen | 
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se dice que 


* Y es un espacio vectorial sobre el cuerpo R; de los nú- 
meros reales, o bien que U es un R-espacio vectorial. 


lo que se generaliza así: 
Derinición 8.1 Se dice que W es un espacio vectorial sobre el cuerpo 
K, si 


a) En W se ha definido una operación +, que le da estructura de grupo 
conmutativo. 


b) Se ha definido una aplicación 
KW >w 


que posee las cuatro propiedades siguientes: 


D kilw+w)=kuo tkw 

M ktkjo=k tkan | Vk k EK 
I) kakawi) = (kikaja, Vo, 0, € W 
1V) Mo =0, 


También puede decirse que W es un K-espacio vectorial. 


EJERCICIOS 


8.1. Comprobar que el conjunto €, de los números complejos, es un 
vectorial sobre el cuerpo R, de los números reales, Para ello considere en 
suma de complejos y como operación externa considere el 
ibitual de complejos, ya que REC, 
8.2 Compruebe que (1,4) es una base del espacio vectorial del ejercicio 


8.3 Compruebe que el conjunto Q, de los números racionales, es un 
vectorial sobre el mismo cuerpo Q. 


8.4 Compruebe que cualquier número racional no nulo constituye una base 
espacio vectorial del ejercicio anterior. 


8.5 Compruebe que el conjunto de los polinomios en una indeterminada, de 
a a a a 
cuerpo Q. 


8.6 Comprobar que [1, =, x°) es una base del espacio vectorial del 
anterior, 
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9. Un ejemplo de espacios vectoriales ¡somorfos 


llamaremos matrices a las parejas ordenadas de números reales. Por tanto, 
ar vin a cm (75) 


son ejemplos de matrices. El conjunto de estas matrices será el conjunto pro- 
ducto RxR. Designaremos por «Mo el conjunto de estas matrices. 
Se define la igualdad de matrices de la forma siguiente: 


a=r 


co > [ms 


EJERCICIO 


9.1 Determinar los números reales x € y, tales que 
mat 13) 


Se define la suma de matrices de la forma siguiente: 
(a, b)+(c, d)=(a+c, b+ d) 


Definamos el producto de un número real k por una matriz (a, b) de la 
forma siguiente: 
hia, b)=(ha, hb) 


EJERCICIO 


9.3 Demostrar que la operación externa, que acaba de definirse, verifica las 
cuatro propiedades que permiten afirmar que J es un espacio vectorial 
sobre el cuerpo R, de los múmeros reales. 


En el párrafo 7 vimos que cada vector a € Y podía expresarse como com- 
binación lineal de los vectores de la base 1,0: 


a=xu+ yo 


Consideremos ahora la aplicación 


vba 


que asocia a cada vector 


G=ru+ w 


la matriz (x,y) de sus coordenadas respecto de esa base. 


EJERCICIOS 

9.4 Demostrar, con ayuda del ejercicio 7.10, que la aplicación /:U > Ab, que 
acaba de definirse, es un homomorfismo de (U, +) en (M, +). 

9.5 Demostrar que la aplicación /:U —> Je es inyectiva y suprayectiva. 

9.6 ¿Es /:0—> Mo un isomorfismo del grupo (U, +) en el (1b, +)? 

9.7 Demostrar que la aplicación f:9 —> M verifica la siguiente condición: 


t= 


cualesquiera que sean el número real A y el vector a. Ayúdese de la última 
parte del ejercicio 7.9. 


Para expresar que la aplicación: 
EU —= Mo 
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verifica las dos condiciones siguientes: 


EN ) ae 
VabEV; VheR 


se dice que la aplicación f es un homomorfismo del R-espacio vectorial Y en 
el R-espacio vectorial Jo. 

Como, además, f es una biyección, diremos que es un isomorfismo del 
R-espacio vectorial U en el „tb. 


——— 


EJERCICIO 
9.8 Compare la definición de homomorfismo de espacios vectoriales con las 
definiciones de homomorfismo de grupos y de anillos, observando que una 
cierta estructura, d 


Si se desea ampliar este estudio de espacios vectoriales puede consultarse el primer 
capitulo de 
P. ANELLANAS: Geometria Básica. Madrid, 1961. 

o bien: 
Pary: Mathematique Moderne 6. Ed. Didier, Bruxelles, 1966. 


10, Uso de magnitudes no escalares en la Escuela 


Una de las posibles situaciones que pueden ser utilizadas para introducir 
la necesidad de una orientación en los segmentos, esto es, el paso del segmento 
al segmento orientado o vector, es la que se describe a continuación, que 
constituye a su vez un ejercicio práctico elemental de estructura vectorial, 

En el mapa de la figura 10.1 está representado el segmento cuyos extremos 
son Madrid y Barcelona. Representemos abreviadamente a Madrid por su letra 
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inicial M y a Barcelona por B. Este segmento puede escribirse de dos modos 
MB obien BM 


Supongamos un avión que hace este recorrido diariamente. El avión puede 
partir de M para llegar a B, o bien salir de B para llegar a M, lo que lleva 
a considerar dos sentidos de recorrido del segmento cuyos extremos son M 
y B. Para expresar que el avión ha partido de M para llegar a B podemos cons 
venir en escribir MB y para expresar que el avión sale de B y llega a M puede! 
escribirse BM. El punto de donde sale el avión es el origen y aquel al que 
llega el extremo. 

La equipolencia de vectores fijos puede materializarse disponiendo flechas 
recortadas de cartulina, como indica la figura 102. 


—___—_— 
—_—__—_> 


Figura 10.2 


La suma de vectores puede introducirse a partir de la figura 10.1, donde 
para desplazarse de S (Sevilla) a B pueden utilizarse dos aviones sucesivamente. 
En el primero se va de S a M y en el segundo de M a B. 

De vector opuesto puede dar idea un viaje de ida comparado con el de 
vuelta, 

El producto de números por vectores puede reducirse al producto de 
números enteros por vectores, que puede definirse como se sugiere a conti 
nuación: 4 


EA 


Se obtiene así una estructura que no es la de espacio vectorial, pues no 
se multiplica por números de un cuerpo, sino de un anillo, el anillo Z de los 
enteros. A la estructura así obtenida, sustituyendo el cuerpo K por un anillo Ay 
en la definición 8.1, se le llama estructura de módulo, lo que explica el término 
semimódulo, utilizado el curso pasado para describir una estructura más 
simple. 
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GRUPO 1 
DE LOS MOVIMIENTOS 


1. Transformaciones geométricas 


Sea e una recta del plano. Designemos por II al conjunto de puntos del 
plano. Sea P un punto del plano, es decir, sea 


PEN 


Consideremos la recta r, que pasa por P y es perpendicular a la recta e (fi- 
gura 1.1), es decir, sea 
PErn rle 


Designemos por E al punto de intersección de la recta r con la recta e, es 
decir, sea 


rMe=E 


Figura 11 Figura 12 


Sea P” el otro punto de la recta y, tal que el segmento fijo PE sea igual al 
EP, es decir, sea 


Per PEE? 


El punto P’, así obtenido, se dice simétrico del P respecto a la recta e. En la 
figura 1.2 se muestran los puntos Q”, 7' y X', simétricos respectivos de los 
puntos Q, T y X, respecto de la recta e. 


EJERCICIOS 


1.1. ¿Qué podemos afirmar de la recta e respecto del segmento PP en la figura 1.1? 


12 ¿Cuál es el simétrico del punto P” en la figura 1.17 Generalice el resultado 
obtenido? 


13 Si el punto HG e, ¿cuál será el simétrico de H, respecto de la recta 0? 
14 Dibuje un cuadrado ABCD y construya la figura simétrica del triángulo 


respecto de la recta que a D la AC 
respecto de la recta que pasa por el punto D y es paralela a la diagonal 


Esta aplicación se llama simetria arial de eje la recta e, o bien 
respecto de la recta e. 


Ya indicamos anteriormente, al estudiar correspondencias, que los térmi 
correspondencia, función y transformación son sinónimos. No obstante, 
reservarse el nombre de transformación geométrica para aquellas correspon 
cias en que tanto el conjunto de partida como el de llegada son conjuntos 
puntos. Por ello diremos que la simetría axial es una transformación geom 
En nuestro estudio nos limitaremos a transformaciones que sean aplicaci 


Designemos por s a la simetría axial de eje e. Para expresar que el 
formado del punto P, en la simetría s (fig. 1.1), es el punto P, 
sP)=P 

Análogamente, de acuerdo con la figura 1.2, escribiremos 
s=; sT)=T; sX)=X5  sX)=X 
Vamos ahora a estudiar otra transformación geométrica. Consideremos. 
vector fijo AB. Sea X un punto del plano. Consideremos el vector fijo 
origen el punto X y equipolente al AB. Sea X” su extremo. De este 
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a cada punto X € II le asociamos un punto X'€ Il, tal que 
1% Ab 

Se trata, pues, de una aplicación de 
n>n 

es decir, de una transformación geométrica. Esta transformación geométrica 


Figura 13 


se llama traslación. Se trata de la traslación definida por el vector ({AB)}}. 
Si designamos por £ a esta traslación, se tendrá, de acuerdo con la figura 1.3 


100=X; —4Y)=Y;  4P)=P 


es decir, el transformado del punto X, en la traslación £, es el punto X’, etc. 


EJERCICIOS 

15 ¿Cuál es el transformado del punto 4 en la traslación definida por el vec- 
tor ((4B))? 

L6 ¿Cuál es el transtormado del punto PEI en la traslación definida por el 
Vector cero? 

1.7 Dibuje un cuadrado ABCD, en que AC es una diagonal, y construya la fi 
transformada de dicho cuadrado, en la traslación deimida por el vector 
aê. 


Terminemos este párrafo considerando una tercera transformación geo- 
métrica, pero hemos de hacer antes unas consideraciones previas. 

“Tengamos tres puntos del plano, A, V y B, no alineados, y consideremos 
las dos semirrectas Va y Vs. Estas dos semirrectas constituyen el borde del 
ángulo fijo, rayado en rojo en la figura 14. En este ángulo fijo podemos 
considerar dos orientaciones, para lo cual basta considerar un orden en las 


Figura 14 


dos semirrectas que bordean el ángulo, es decir, una semirrecta origen y una 


| 
V cuya semirrecta origen es V, y cuya semirrecta extremo es Va. Ahora Se 
puede pasar del conjunto de los ángulos fijos orientados al conjunto de los 
ángulos orientados, por un proceso análogo al que permitió pasar de vectores 
fijos a vectores libres, es decir, pasando al conjunto cociente respecto de una 
relación de equivalencia, que en este caso llamaremos «igualdad de ángulos 
orientados» y designaremos por el signo =. 

Nota 1.1: El estudio de esta relación de equivalencia que permite pasar 
a tal conjunto cociente es complicado y no lo haremos. Si se desea, puede 
estudiarse en el libro: G. CHOQUET: L'enseignement de la Géométrie, ed. Here 
mann. París, 1964. 

Nota 1.2: Suele llamarse positivo al sentido contrario a aquel en que se 
mueven las agujas de un reloj. 


EJERCICIOS 
1.8 Defina el concepto de ángulos orientados fijos «consecutivos» de modo aná 


logo a como se definió el concepto de vectores fijos «consecutivos». Ponga 
ejemplos. 


19 Defina la adición de ángulos orientados. Ponga ejemplos. 


Ls 
1.10 Compruebe que ((ÁFA)) es el elemento neutro respecto de la adición de 
ángulos orientados, 


Za Ls 
LIL Compruebe que ((ÉVA]) es el simétrico de ((4YB)). 
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Nota 1.3: La adición da al conjunto de los ángulos orientados estructura 
de grupo conmutativo. A 

Consideremos un punto O del plano y un ángulo fijo orientado ÁVB. 
Construyamos un ángulo orientado. cuya semirrecta origen sea Op e igual al 


ADD (gual en el sentido de relacionado, enla lación ide equivalencia citada 
anteriormente). Sea a la semirrecta extremo de dicho ángulo orientado fijo 
(fig, 1.5). Consideremos un punto P en la semirrecta a, tal que el segmento 
OP sea igual al OP. Hemos pasado así del punto P al punto P’, tal que 


Ls 
KR ADE y  OP=OP 


Figura 15 Figura 16 
A esta transformación geométrica se le llama giro de centro O y amplitud 


[(ÁVB)). Si designamos por g a esta transformación, se tendrá, de acuerdo 
con la figura 1.6 

SM) =M' 

200 =X' 


EJERCICIOS 


1.12 Haga un dibujo para mostrar que dados un punto O y un punto P, distinto 
de O, existen dos puntos P, tales que 


z A 
OP y  HPOP))=1 recto 


or 


Mibi- Fdo un panto Pi comstrale su tranaiormado em un giro de amplitud 


1.14. Dibuje un cuadrado OABC y construya la figura transformada del trián- 


gulo OAB en el giro de centro O, que transforma el punto 4 en el punto C. 
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Además de los giros, traslaciones y simetrías axiales, existen otras trans- 
formaciones geométricas importantes, pero por ahora nos limitaremos a éstas, 
Pasemos a estudiar más detenidamente cada una de estas transformaciones. 


2. Traslaciones; propiedades 


+ DEFINICIÓN 21: Dado un vector libre 2, se llama traslación del vector á, 
a la transformación que asocia a cada punto X el punto X', tal que 


Wea 


EJERCICIOS 
2.1 Dados tres puntos A, A' y X, determinar el punto X, transformado de X, en 
la traslación que transforma 4 en 4”. Tenga en cuenta el ejercicio 2.1 del 516. 


2.2 Demostrar que las traslaciones son transformaciones inyectivas de II en Il. 
Tenga en cuenta el ejercicio 3.6 del 516. 


2,3 Demostrar que las traslaciones son transformaciones. suprayectivas. 


De los dos últimos ejercicios se deduce el siguiente resultado: 
* Proposición 2.1: Las traslaciones son transformaciones biyectivas. 
* PROPOSICIÓN 2.2: Dada una traslación t, se verifica (fig. 2.1): 


HA)=A" 
18)=8' 


cualesquiera que sean A, BE IL. 


Figura 21 


EJERCICIO 
2.4 Demostrar la proposición anterior. Haga uso del ejercicio 2.16 del $16. 
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Del ejercicio anterior se deduce que 
FEIA 


es decir, la medida del segmento {{AF}} es igual a la del ((AB)), por lo 
que diremos que las traslaciones son isometrias. En general, las trans- 
formaciones que verifican el enunciado de la proposición 22 se llaman iso- 
metrías. 


EJERCICIO 
2.5 Demostrar que dados tres puntos 4, B, CET, se verifica: 


[nea] 


Una | 


* PROPOSICIÓN 23: Dada una traslación t, en que 
NA)=A';  4UB)=B;  $1C)=C 
se verifica, de acuerdo con la figura 22, 


B y C están alineados | 


A, B y C están alineados | => 


EJERCICIO 


2.6 Demostrar que la proposición 2.3 sigue del ejercicio 2.5 y de la propo- 
sición 2.2. 


* ProposicióN 24: La transformada de una recta en una traslación es otra 
recta paralela a aquélla (fig. 23). 


Figura 23 


EJERCICIOS 


2.7 Demostrar la proposición anterior. 
Dada una traslación 1, tal que 


unes 


¿cuál es la transformada de la recta ri/44, en la traslación 1? Haga una 
figura. 

29 Demostrar que una traslación r transforma una semirrecta, de origen A, en 
otra semirrecta, paralela a la anterior, del mismo sentido y de origen el 


punto 
404) 


Haga uso del ejercicio 2.16 del $ 16.Construya la figura correspondiente, 
Nota: Se entiende por sentido de una semirrecta de origen 4 al sentido 
del vector fijo AB, donde B es un punto de la semirrecta distinto del A. 


+ Proposición 25: Una traslación trarisforma un ángulo fijo en otro án 
gulo fijo igual a aquél (fig. 24). 


Figura 24 
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EJERCICIO 


2.10 Demostrar la proposición anterior. 


© Proposición 2.6: Un ángulo fijo y su transformado en la traslación tienen 
el mismo sentido. 

Nota 2.1: La demostración de esta proposición requeriría tener en cuenta 
la relación de igualdad indicada en la nota 1.1, pero basta observar la figu- 
ra 24 para comprender intuitivamente su significado. 


EJERCICIOS 
2.11 Haga un dibujo que muestre cómo un triángulo se transforma, en una 
traslación, en otro triángulo igual. Demuéstrelo. 


2.12 Demuestre que una traslación transforma un circulo en otro del mismo radio y 
cuyo centro es el transformado del centro de aquél, de acuerdo con la fi- 


gura 2,5, 
Figura 25 Figura 26 


2.13 Dados un ángulo fijo y un segmento fijo AB (Fig. 2.6), construir, ayudándose 


de una traslación, un paralelogramo, uno de cuyos lados sea AF y tal que 
cada uno de sus otros dos vértices esté situado en uno de los lados del 


3. Giros; propiedades 


* DEFINICIÓN 3. 


Dios vs pinio O ys dido orientado Qs se llama giro 
de centro O y amplitud a'a la transformación que asocia a cada punto X del 


527 


plano el punto X, tal que 
o OX=0X 
y xtéÉs 


* PROPOSICIÓN 3.1: Los giros son transformaciones biyectivas. 


EJERCICIOS 


3.1. Demostrar la proposición anterior. 
3.2 ¿Cuál es el punto transformado del centro de giro, en un giro? 


* PROPOSICIÓN 3,2: Los giros son isometrias. 


Demostración: 
Se ha de probar que, para cualquier giro g, se verifica: | 
oy |= FAB 


de acuerdo con la figura 3.1. En efecto: 


LAO «801 LADA = A 


AN, RI 
boaske- a | 


ls dire 
Aob eukon =11804:1)+ 14081) 
i 


pai AN 
H1Á0B))=((A'0B')) A N 
JA -07 | = OAB= = ABAD 


B-08 
* PROPOSICIÓN 33: Los giros transforman puntos alineados en puntos 
neados (fig. 3.2). | 


Nota 3.1: Esta proposición, que afirma para giros lo mismo que la propo- 
sición 23 afirmaba para traslaciones, no necesita nueva demostración, ya 
que la proposición 23 es cierta para toda isometría, por ser consecuencia de 
la proposición 22. 
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Figura 3.1 


EJERCICIOS 


34 


35 


en la demostración de la proposición 3.2, la igualdad de los triángulos 4 
SN 
y ÅO.) 


Probar que, en un giro g, una semirrecta s de origen 4, se transforma 
una semirrecta *, de origen 


A) 


Para ello considere en la figura 3,1 el caso de ser As la semirrecta » y A'n 
la semirrecta s. 


Figura 33 + Figura 34 


Aprovechando el ejercicio anterior, demostrar que el ángulo cuyas semirrectas 
bordes son Ao y s es igual a aquel cuyas semirrectas bordes son A'o y 
lo que se esquematiza en la figura 3.4. 
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+ Proposición 34: Una traslación transforma un ángulo fijo en otro ángulo 
fijo igual a aquél. 


EJERCICIO 


3.6. Demostrar la proposición anterior, teniendo en cuenta el ejercicio 3.5 y la 
figura 3.5. 


+ Proposición 3.5: Un ángulo fijo y su transformado en un giro tienen el 
mismo sentido (fig. 3.6). 


Figura 3.6 


Nota: También es válido aquí lo indicado en la nota 2.1. 


EJERCICIOS 


3.7 a los ejercicios 2,11 y 2.12, sustituyendo la palabra «traslación» por 
«giro». 
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3.8 Dado un cuadrado, construya, ayudándose de un giro, un triángulo equilátero 
inscrito en el cuadrado y uno de cuyos vértices sea un vértice del cuadrado. 


+ Deriución 3.2: Los giros de 180* se llaman simetrias centrales. 
Una simetría central queda determinada por su centro. En la figura 3.7 
se muestra el punto P, simétrico de P en la simetría central de centro O. 
Naturalmente, todos los resultados obtenidos para giros, en general, serán 
válidos para simetrías centrales, en particular. 


EJERCICIOS 
3.9 Defina la simetría central, no como caso particular de giro, sino, de otro 


jodo, haciendo uso de la operación «punto medio», i al principio 
del párrafo 2 del $ 16. 


La 


Figura 37 Figura 34 


3.10 ¿Cuál es la figura transformada, en una simetría central, de una recta que 
pasa por el centro de simetría? Haga la figura apropiada. 

3.11. Repita el ejercicio anterior, para una recta que no pasa por el centro de 
simetría. 

3.12 Dados un ángulo fijo y un punto P, interior al ángulo y no perteneciente 
a su bisectriz (Fig. 3.8), construir, ayudándose de una simetría central, un 
segmento cada uno de cuyos extremos pertenezca a uno de los lados del 
ángulo y cuyo punto medio sea P. 


4. Simetría axial; propiedades 


* DEFINICIÓN 4.1: Dada una recta e, se llama simetria axial de eje e a la 
transformación que asocia a cada punto X, no perteneciente a e, el punto X' 
tal que e sea la mediatriz del segmento XX', y a cada punto X de la recta 
e, el mismo punto X. 


= PROPOSICIÓN 4.1: Las simetrias axiales son transformaciones biyectivas. 
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+ Proposición 4.2: Las simetrias axiales son isometrias. 
+ PROPOSICIÓN 43: Las simetrías axiales transforman puntos alineados en 
puntos alineados. 


EJERCICIOS 


4.1 Demostrar las proposiciones 4.1, 4.2 y 43. Para la 42 razone sobre 
figura 4.1. 

4.2 Demostrar que una semirrecta s de origen EC e, se transforma, en 
simetría axial de eje e, en una semirrecta s’, de origen el mismo punto 


Figura 4. Figura 42 


Y, ue forma con o un ángulo Igual al que forma s con e, Ayidete 
figura 4.2 y tome otro punto 4 € + para probarlo. 1 
43 Determinar la figura transformada, en una simetría axial, de una recta: 

a) que corta al eje de simetría en un punto; 

b) paralela al eje de simetría; 

c) perpendicular al eje; 

d) coincidente con el propio eje de simetría. 


+ PROPOSICIÓN 44; Las simetrías axiales transforman un ángulo fijo en 
ángulo fijo igual a aquél. 


EJERCICIO 


4.4 Demuestre la proposición 4.4. Ayúdese del ejercicio 4.2 y de la figura 
AA niasa de h 


F 
; 
i 


Figura 43 
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+ Proposición 4.5: Un ángulo fijo y su transformado en la simetría axial 
tienen sentidos contrarios (Fig. 44). 


Figura 44 Figura 45 


EJERCICIOS 


45 Repita los ejercicios 2.11 y 2.12 sustituyendo la palabra «traslación» por 
asimetría axial». 


4.6. Dadas dos circunferencias y una recta (Fig. 4.5), construya un segmento cuyo 
punto medio pertenezca a la recta y cuyos extremos pertenezcan cada uno 
a una de las circunferencias dadas, ayudándose de una simetría axial. 


5. Producto de transformaciones 


En la figura 5.1, el punto P se transforma, al aplicarle una traslación t. 


en el punto 


NP)=P 


Figura 5.1 


A continuación aplicamos al punto P” un giro g, de centro O, transformán- 
dose así P' en P” 
id 
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A =4P) 


SP=P" => P= 
lo que se abrevia habitualmente así: 


es decir, al aplicar al punto P la transformación producto gt, o sea, la a 
cación compuesta de la traslación £ y el giro g, obtenemos el punto P”. 

Nótese que al escribir gr se desea expresar la transformación producto, 
efectuando en primer lugar la traslación y a continuación el giro g, de acuer 
con lo dicho cuando en el párrafo 8 del $ 3 se estudió el producto de apl 
caciones, 

Recordemos que estamos considerando «transformación geométrica» cor 
sinónimo de «aplicación de TI en T». 

Consideremos ahora las transformaciones de la figura 5.2, donde se 
de P a P por una simetría axial s, de eje la recta e. A continuación se 


pe 


Figura 5.2 


de P a P” por una traslación £ definida por el vector 2, y, por último, 
pasa de P” a P” mediante un giro g de centro O. Esquemáticamente, se 


pmj 


X 
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es decir, 


pr 


pe g 
Por tanto, al aplicar al punto P la transformación 
gits) 


lo mismo que al aplicar la 
tens 


se obtiene el mismo punto P”. Como esto es cierto cualquiera que sea el 
punto P € Il, podemos afirmar que 


L gits). -iens 


Se comprende que el razonamiento no cambia al sustituir s, £ y g por otras 
tres transformaciones cualesquiera. Por ello podemos afirmar, en general, que 
el producto de transformaciones (y, en general, el de aplicaciones) es asocia- 
tivo. Por tanto, el conjunto de las transformaciones de TI en Il, que estamos 
considerando, posee estructura de semigrupo respecto del producto de trans- 
formaciones. 

Veamos ahora cómo el producto de transformaciones no es conmutativo, 
en general. Consideremos la simetría s, de eje la recta e, y la traslación £ de 


vector a (Fig. 5.3). Se tiene: 
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por lo que 


st#ts 


Se llama transformación idéntica o identidad a la transformación 


tal que 


EJERCICIOS 

5.1. Compruebe que la traslación definida por el vector cero es la transf 
idéntica i 

5.2 ¿Cómo ha de ser un giro para que pueda afirmarse que se trata de la 
formación idéntica? 


5.3 En los dos ejercicios anteriores hemos visto cómo la transformación 
podía considerarse como caso particular de traslación y de giro, respectin 
mente, Pero, ¿puede considerarse a la transformación idéntica como. 
particular de simetría axial? 

5.4 Busque otro ejemplo para mostrar que el producto de transformaciones 
€s conmutativo, en 

5.5 Demuestre que cualquiera que sea la transformación / se verifica 


Y=i=fi 


5.6 (Es biyectiva la transformación i? 


5,7 Dada una transformación biyectiva b, compruebe que su 
inversa, 5-1, verifica 


Los dos últimos ejercicios permiten afirmar que el conjunto de las 
formaciones biyectivas posee estructura de grupo respecto del producto 
transformaciones. 


6. Grupo de las traslaciones 
Consideremos dos traslaciones £ y f, definidas respectivamente por 


vectores 2 y d. Consideremos ahora la transformación producto £'. De 
do con la figura 61, se tiene 


AP) UP) P)=P 
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Si r” es la traslación definida por el vector 24d, se tiene 
rr 
ya que 
Pea e 
=> PP Edd 


Pred 
Por tanto, al aplicar la traslación £” al punto P, se obtiene el mismo punto 
P” que al aplicarle la transformación producto ft. Como esto es cierto cual- 


quiera que sea el punto PETI (en la figura 6.1 se muestra lo mismo para 
otro punto O, distinto de P), podemos afirmar que 


| 


resultado que podemos expresar diciendo que el producto de la traslación t, 
definida por el vector &, por la traslación ť, definida por d, es la traslación 
t”, definida por el vector a+4. 


E 


EJERCICIOS 
6.L ¿Es el producto de traslaciones una operación interna? 
6.2 ¿Es asociativo el producto de traslaciones? 


63 Dada una traslación £ definida por el vector a, determine la traslación £-, 
tal que 
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De los tres últimos ejercicios y del 5.1 sigue: 


+ Proposición 6.1: El conjunto T de las traslaciones posee estructura de 

grupo respecto del producto de transformaciones. Le llamaremos el grupo de 

las traslaciones. 

+ Proposición 6.2; La aplicación 
vT 


que asocia a cada vector ¿€ %U la traslación 1 € T, definida por el vector a, 


es un isomorfismo del grupo conmutativo (W, +) en el grupo de las trash 
ciones. 


EJERCICIOS 


64 Demostrar la proposición 6.2. 
6.5 ¿Es conmutativo el grupo de las traslaciones? 


6.6 Demostrar que el conjunto de los vectores proporcionales a un vector 
(definición 7.1 del $ 16.) es un subgrupo de (U, +). 


6.7 Demostrar que el conjunto de las traslaciones definidas por los vectores 
una dirección fija y la definida por el vector cero es un subgrupo del 
de las traslaciones. 


7. Grupo de los giros concéntricos 
Consideremos dos giros, g y g’, ambos de centro el mismo punto O y 
amplitudes pa DY ra Consideremos ahora la transformación. 


AAN 
ducto g'g y sea g” el giro de centro O y amplitud a+ a’. 
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EJERCICIO 


7.1 Demostrar, ayudándose de la figura 7.1, que 
det 


El ejercicio anterior permite afirmar que el producto de dos giros, g y g, 
u /y 
del mismo centro O y amplitudes respectivas œ y ar, es el giro g de centro O 


AA 
y amplitud a+ o. 


+ Proposición 7.1: El conjunto Go. de los giros de centros O, posee estruc- 
turu de grupo respecto del producto de transformaciones. Le llamaremos el 
grupo de los giros concéntricos. 


EJERCICIO 


7.2 Demostrar la proposición anterior. 


A 
+ PROPOSICIÓN 7.2: Sea A el grupo conmutativo de los ángulos orientados, 
del que hablamos en el párrafo 1. La aplicación 


A^ 
A—= G 


^ A 
que asocia a cada ángulo orientado a el giro g, de centro O y amplitud a, es 
un homomorfismo del grupo aditivo conmutativo de los ángulos orientados 
en el grupo de los giros concéntricos. 


EJERCICIOS 


73 Demostrar la proposición anterior. 


74 Muestre, mediante un contraejemplo adecuado, que la aplicación de la pro- 
posición 7.2 no es isemorfismo. 


7.5 ¿Es conmutativo el grupo de los giros concéntricos? 
7.6 Demuestre que el conjunto de los ángulos orientados de amplitudes cero, 
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17 ¿Es un subgrupo de Cy el conjunto de los giros correspondientes a cada wool 
en 


8. Producto de dos simetrías axiales 


* Proposición 8,1: El producto de una simetria axial, s, por sí misma 
la transformación identidad, i, es decir, 


Demostración: Basta tener en cuenta el ejercicio 1.2. 
Consideremos: ahora, dos simetrias axiales s y sf, cuyos ejes respect 
Estudiemos la 


Figura 81 


De acuerdo con la figura 8.1, se tiene 


«=P = | (PANA (EN 
APP = | (PPY-UPEN 


std, es 
(PEN UPPN ANEP) HPE) 


(PP) =((EÉY) 
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Como el vector ((EE')) no depende del punto P de que se trate, si designa- 
mos por £ a la traslación definida por el vector 2((EE)), se tendrá 


VPEM;  1P)= 


=saP) = | 5 


EJERCICIOS 


8.1 Exprese con palabras el resultado obtenido. 


8.2 Repita la construcción de la figura 8.1, cuando el punto P está situado entre 
las rectas e y €. 


Figura 8.2 
8.3 Considere un cuadrado ABCD y sea £ la traslación, tal que 
a= 


w la simetría de eje la recta e” (Fig. 8.2). Determine la simetría s tal 
que el producto de s por 4' sea t, es decir, tal que 


Estudiemos ahora el producto de dos simetrías axiales, s y %, cuyos ejes, 
e y æ son dos rectas que se cortan en el punto O, 


EJERCICIOS 


8.4 Razonando de forma análoga a como se hizo para rectas paralelas, demues- 
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tre, ayudándose de la figura 8.3, que 


PAS Ls 
a) (1POP"))=2((É0E Y); 


A 
g, donde g es el giro de centro O y amplitud 2((£0£")); 
d) exprese con palabras el resultado obtenido. 


8.5 Repita la construcción de la figura 83, para el caso de ser el punto P inte- 
rior al ángulo EOF. 


po 


Figura 83 
8.6 Considere el cuadrado ABCD, de la figura 8.2, y sea g el giro de centro 
tal que 
s0)=4 


Sea s la simetría axial de eje la recta BC. Determinar la simetría Y, tal 


9. Grupo de las traslaciones y giros 


Estudiemos ahora el producto de dos giros. Sea g un giro de centro O. 
A A 
amplitud a y g el giro de centro O”, distinto de O, y amplitud 2%, tal que 


uy 
d#-a 


Sea e” la recta que pasa por los puntos O y O” (fig. 9:1); Sea s la 
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simetría de eje e. Sea e la recta, tal que el producto de la simetría s, de eje e, 
por la simetría s’, de eje e, sea el giro 


g=ss 


Figura 91 
Sea e” la recta tal que el producto de la simetría s’, de eje e”, por la sime- 
tría s”, de eje e”, sea el giro 
gor 
Se tiene 
ES MIS (STi 
pero s y s” son dos simetrías de ejes que se cortan en O”, luego s”s es un 
La 
giro de centro O” y amplitud Amo 01). Por ser HO'O un ángulo exte- 
A 
rior del triángulo 000”, se tiene 


Ls ls 
jasta 


La 
mó" or) 


AN 
luego g'g es el giro de centro O” y amplitud a+ a. 
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EJERCICIOS 


91 
92 


Exprese con palabras el resultado obtenido. 
Demuestre, razonando análogamente a como acaba de hacerse, que el pro- 


ducto de dos giros de centros O y O”, distintos, y amplitudes a y —a es 
una traslación. Ayúdese de la figura 9.2, donde 


yoe 


e 
y tenga en cuenta el ejercicio 8,1. 


9 
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Figura 9.2 
A 
Demuestre que el producto de un giro g, de centro O y amplitud a, por 
traslación £, definida por el vector a, es un giro de centro distinto de O. 


A 
amplitud œ. Ayúdese de la figura 9. 
y 


Figura 93 


Estudie el producto de una traslación por un giro. 
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Si T es el conjunto de las traslaciones y G el de los giros, sea 
D=TUG 


es decir, sea D el conjunto de los giros y traslaciones. De los resultados ob- 
tenidos en los cuatro ejercicios anteriores y en el párrafo 6 se deduce que 
el producto de dos transformaciones pertenecientes a D es otra transforma- 
ción perteneciente a D, luego: 

© Proposición 9.1: El conjunto D, de las traslaciones y giros, tiene es- 
tructura de grupo respecto del producto de transformaciones. 


EJERCICIO 
9.5 Compruebe que, en general, dados un giro £ y una traslación 


mts 


10. Grupo de las isometrías 


+ DEFINICIÓN 10.1: Llamaremos movimientos a las transformaciones que 
pueden obtenerse como producto de un múmero finito de simetrias axiales. 
Designemos por M al conjunto de los movimientos. 


+ EjxmeLo 10.1: Una traslación puede descomponerse en producto de dos 
simetrías axiales, de ejes paralelos, luego una traslación es un movimiento. 


EJERCICIOS 


10.1. ¿Son movimientos los giros? 


10.2 Pruebe que 
DOM 


10.3 Demuestre que el conjunto de los movimientos es un grupo. 


* DEFINICIÓN 10.2: Diremos que una transformación 


I 


n——n 
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es una isometria si 
KA= 
1B)=8 
Designaremos por I al conjunto de las isometrías. 


+ EjempLO 10.2: Ya hemos visto que las traslaciones, giros y simetrías son 
isometrías. 


| 
l 


| 
EJERCICIO 


10.4 Demostrar que 


Consideremos una isometria f. Sean A y B dos puntos distintos. Sean | 
ÑA)= KB)=B 


Por ser f una isometria, habrá de verificarse 


FE =AB 


Consideremos otro punto, P, del plano, y tratemos de encontrar el 
NPP 


Por ser f una isometria, habrá de verificarse 


AP=AP y 


pero existen dos posibles puntos P” que verifican estas dos condiciones ( 
ra 10.1). Notemos que al pasar de P a P’ se ha conservado el sentido de 


de 


Figura 10.1 
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(a La 
ángulos (los ángulos ÁPB y Á'P'B' tienen el mismo sentido), mientras que, 
al pasar de Pa , se ha cambiado el sentido de los ángulos. De lo que acaba 
de hacerse notar, se deduce que, dados cuatro puntos, A, B, A” y B', tales 
que 


AB 


siendo A distinto de B, existen dos isometrías en que A se transforma en A” 
y B en B, una de las cuales conserva el sentido de los ángulos y la otra lo 
cambia. Una isometría queda, por tanto, determinada por dos puntos distin- 
tos, A y B, sus transformados, A' y BS, que han de verificar 


NE=AB 
y por la condición de conservar el sentido, o no conservarlo. 
* PROPOSICIÓN 10.1: El conjunto de las isometrias está contenido en el 
conjunto de los movimientos, es decir, 
ICM 

Demostración: 

Ya se ha indicado cómo queda determinada una isometria, Habrá que 
considerar distintos casos, según las posiciones relativas de los segmentos 
AB y AP. 

Comencemos considerando isometrías que conservan el sentido. 

Primer caso: 

AA; B-B 
Cualquiera que sea P, se verificará 
P=P 


de acuerdo con la figura 10.2, luego esta isometria es la transformación idén- 
tica, que es un movimiento. 


Segundo caso: 


A=A; BXB 


Figura 103 
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El giro de centro A, que transforma B en B, también transforma P en P, 
de acuerdo con la figura 103, luego esta isometria es un giro, que es un mo: 
vimiento. 
Tercer caso: 
ARA; BB; NEAB 


La traslación que transforma A en A”, también transforma B en B' y P 
en P, de acuerdo con la figura 10.4, luego se trata de una traslación, que 
es un movimiento. 


Figura 104 


Cuarto caso: 
AZA; B#ÆB; AP no equivalente a AB 


De acuerdo con la figura 10.5, se trata del producto de una traslación 
por un giro, es decir, de un giro, teniendo en cuenta el ejercicio 9.4. 

Si se trata de una isometría que cambia el sentido de los ángulos, basta 
descomponerla en una simetría axial, de eje la recta AB, por una isometría 
que conserva el sentido. Puesto que tanto las simetrías axiales como las iso- 
metrías que conservan el sentido son movimientos, también las isometrías 
que cambian el sentido serán movimientos. 

De la proposición 10.1 y del ejercicio 10.4 se deduce: 


+ Teorema 10.2: El conjunto de las isometrías es igual al conjunto de los 
movimientos, es decir, 
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EJERCICIOS 


10.5 
10.6 


10.7 
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10.10 


¿Será conmutativo el grupo de las isometrías o movimientos? 


¿Cómo ha de ser el número natural n, sí afirmamos que el producto de 
in simetrías conserva el sentido de los ángulos? 


Demuestre que el conjunto de las isometrías que conservan el sentido es 

igual al conjunto D, de las traslaciones y giros, del párrafo 9. 

De los siguientes subconjuntos de M, indique cuáles son subgrupos: 

a) isometrías que cambian el sentido 

b) movimientos que resultan como producto de un número finito de 
simetrías axiales, de ejes perpendiculares a una recta r dada 

c) movimientos que resultan como producto de un número finito de si- 
metrías axiales, cuyos ejes pasan por un punto dado O. 

Sitúe, sobre el esquema de la figura 10.6, cada uno de los siguientes sub- 

conjuntos de M: 

a) Isometrías que cambian el sentido 

b) simetrías axiales 

c) simetrías centrales 

d) transformación idéntica 

e) transformación producto de una traslación por una simetría axial 


Figura 106 


Dados un giro g, una traslación £ y una simetría axial s determinar el 
movimiento x, tal que 


teniendo en cu 


la estructura de grupo del conjunto M. 
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11. Didáctica de los movimientos 
en la Escuela Primaria 


Las simetrías axiales pueden ser introducidas en la Escuela por doblado 
del papel por el eje de simetría, pudiendo obtenerse, de este. modo, experi- 
mentalmente, algunas de sus 

Los conceptos de mediatriz de un segmento y bisectriz de un ángulo pue- 
den ser introducidos aprovechando las propiedades de la simetría axial. 

Algunas figuras geométricas se transforman en sí mismas al aplicarle cier- 
tas simetrías axiales, A los ejes de tales simetrías se les llama entonces ejes 
de simetría de la figura. En la figura 11.1 se presentan algunas figuras, seña- 
lando en rojo sus ejes de simetría. 


REG 


Figura 11.1 


Como el producto de dos simetrías axiales, de ejes perpendiculares, es 
una simetría central, de centro el punto de intersección de ambas rectas, 
siempre que tengamos dos ejes de simetría perpendiculares, en una figura, 
tendremos un centro de simetria, como se muestra en los ejemplos de la 
figura 11.2. 


Eee 


Figura 112 
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Los giros pueden ser introducidos con ayuda del compás. Las traslaciones 
y, en general, las isometrías que conservan el sentido pueden introducirse 
experimentalmente con auxilio de un papel transparente o semitransparente, 
sobre el cual se encuentra dibujada la figura cuyo movimiento va a consi- 
derarse. 

Las isometrías que cambian el sentido se materializan dando la vuelta al 
papel transparente, de modo que apoye su otra cara sobre el papel opaco. 

En la página 78 del libro; Papy, Mathematigue Moderne 3; ed. Didier, 
cuya primera mitad está dedicada a una presentación elemental de los mo- 
vimientos, puede verse un ejemplo de utilización del papel transparente para 
la introducción del concepto de giro. 

Una vez introducidos experimentalmente los movimientos, pueden esta- 
blecerse los criterios de igualdad de triángulos, después de definir como igua- 
les dos triángulos, si existe un movimiento que transforma uno en el otro y 
comprobar que la igualdad de triángulos, así definida, es una relación de 
equivalencia. 

Notemos que, desde el punto de vista de la Matemática, al aplicar un 
movimiento a una figura, interesa considerar las posiciones inicial y final, 
sin preocuparnos de las posiciones intermedias, problema éste propio de la 
Física, 

Veamos ahora una de las situaciones más utilizadas para introducir el 
concepto abstracto de grupo y que puede ser útil para chicos de los cursos 
7° y 8* Sea un cuadrado ABCD, de centro O (Fig. 11.3), y consideremos 


D c 


A B 


Figura 113 


los giros que transforman este cuadrado en sí mismo. En primer lugar, tene- 
mos la transformación idéntica, i. El giro g, de centro O, tal que 

gA)=B 
verifica 


(0) 


8B)=C; &C)=D; g&D)=A 
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y transforma el cuadrado ABCD,en sí mismo. El giro s, de centro O, tal que 
sA)=C 
verifica 


s(0)=0; sD)=B 


y transforma el cuadrado ABCD en sí mismo. Se trata de la simetría central 
de centro el punto O, centro del cuadrado. El giro y, de centro O, tal que 


g(A)=D 


verifica 
E(0)=0;  g(B)=A;  g(C)=B;  g(D)=C 
y transforma también el cuadrado ABCD en sí mismo. Consideremos el con- 
ip Maties g) 
de los giros de centro O que transforman el cuadrado en sí mismo. En la si- 


guiente tabla se indica el producto de cada dos transformaciones pertenecien- 
tes al conjunto Ho- 


En la tabla se observa, por ejemplo, que la transformación producto de 
gy ses g. Veamos cómo se llega a este resultado. Tanto g como s son giros 
de centro O, luego su producto es otro giro de centro O, que quedará deter- 
minado conociendo el transformado de un punto. Se tiene 


s0-5 i 
= dglA=D=£(4) — 
4B)-D sIA)I=D=g (A) => 


Continuando de este modo, se llega a construir la tabla anterior, en la 
que se observa que el producto de dos transformaciones de Ho es otra trans- 
formación perteneciente a Ho, y, además, para cada transformación pertene- 
ciente a Ho, su transformación inversa también pertenece a Ho, podemos afir- 
mar que Ho es un subgrupo del grupo Go de los giros concéntricos, de cen- 
tro O. Por la forma en que ha sido introducido el grupo Ho, se llama grupo 
del cuadrado. Se trata de un grupo finito, que consta de cuatro elementos, 
por lo que se dice que es un grupo de orden cuatro. 
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De forma análoga puede estudiarse el conjunto formado por los giros 
iderarse y las simetrías axiales que transforman el cua- 
ismo, obteniendo un grupo de orden ocho, del cual es sub- 


Del mismo modo puede estudiarse, por ejemplo, el grupo del triángulo, 
formado por los giros de centro O, que transforman en sí mismo a un tri- 
ángulo equilátero de baricentro el punto O. Se trata evidentemente de un 
grupo de orden tres. También puede considerarse, por ejemplo, un exágono, 
en lugar de un cuadrado o un triángulo. 

Otros muchos ejemplos de grupos finitos, que son subgrupos del grupo de los movi- 
mientos, aptos para un primer contacto del escolar de los últimos años, con el concepto 
de grupo, los encontrará en el libro: 


P. S. ALEXANDROFE: Introducción a la teoria de grupos, Ed. Eudeba, Buenos Aires. 
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18 GRUPO EQUIFORME 


1, Homotecia 


+ EjeueLo 1.1: Consideremos un punto O, del plano, y el número real 3. 
Vamos a definir una nueva aplicación de M en TI, es decir, una nueva trans- 


Figura 11 


formación geométrica. Dado el punto A (Fig. 1.1), consideremos la recta OA 
y, en ella, un punto A”, perteneciente a la semirrecta O, y tal que 


104") =31(04)) 


Análogamente, asociamos al punto B el punto B, situado en la semirrec- 
ta O, y tal que 


((05))=31(08)) 
es decir, asociamos al punto B el punto 8, tal que 
(05 ))=31108y) 


En general, asociamos a cada punto X el punto X', tal que 
110X)=3(0X)) 


Esta transtormación se llama homotecia de centro O y razón 3. En ella, la P 
pequeña de la figura 1.1 se transforma en la P grande. 


* EmmLo 1.2: Consideremos ahora la homotecia de centro H y razón 


Figura 12 


-2 (Fig. 1.2). Se llama así a la transformación que asocia al punto R el pun- 
to R', tal que 


HERR; ((HR)}=24{HR}) 


es decir, tal que 
UER))= -2HR 
y lo mismo para los demás puntos del plano. 

DEFINICIÓN 1.1: Dados un punto O y un número real k, se llama homo- 
tecia a la transformación que asocia a cada punto X el punto X', tal que 
1(0X')=k ((0X)) 

El punto O se llama centro de homotecia, y el número real k, razón de 


homotecia. Si k>0, la homotecia se dice de razón positiva, y si k<0, de 
razón negativa. 


EJERCICIOS 


1.1 Considere una homotecia de razón 5/2 y construya el transformado de un 
punto. 


12 Repita el ejercicio anterior cuando la razón es —3/2. 
13 ¿Cuál será el transformado del centro de homotecia? 


1.4 Dados una homotecia de centro O, un punto X, distinto de O, y su trans- 
formado X, ¿cómo ha de ser la razón k, de homotecia, para que las semi- 
rectas Ox y Ox: coincidan? 


15 La homotecia de razón 1 coincide con una translormación estudiada en el 
$ anterior. ¿Cuál? 


1.6 La homotecia de razón —1 coincide con una transformación estudiada en 
el $ anterior, ¿Cuál? 


€. ———Á—ÁáÁ 


Las homotecias de razón distinta de cero son transfor- 


1.7 Demostrar la proposición anterior. 


AA AAA 
+ Proposición 1,2: Si h es una homotecia de razón k, se verifica (Fig. 13) 
h(A)=A" ) 
MB)=8 | 


cualesquiera que sean los puntos A y B. 


= ((A5))=k((AB)) 


A 
Demostración: Basta tener en cuenta la semejanza de los triángulos AB 


y ón». 


o A y 
Figura 13 Figura 14 


+ PROPOSICIÓN 1.3: Las homotecias transforman puntos alineados en puntos 
alineados. 
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Demostración: Sean A, B y C tres puntos alineados cualesquiera (Fig. 1.4) 
BE AC > ((AB))+1(8C))=114C)) 


A rl 


AL(AB))+R((BC) 


(AB) +UBC Y =((AC)) => BEAT 


EJERCICIOS 


1.8. Según la proposición anterior, ¿cuál es la figura transformada de una recta? 


19 Si la recta r pasa por el centro de homotecía, ¿cuál es su figura trans- 
formada? 


1.10 Si en una homotecia, de razón distinta de 1, un punto se transforma en sí 
mismo, ¿cuál será ese punto? 


* Proposición 1.4: Las homotecias transforman una recta, que no pasa por 
el centro, en otra recta, paralela a aquélla. 


EJERCICIOS 


1.11 Demostrar la proposición anterior, ayudándose de la figura 1.3. 


1.12 ¿Qué podemos afirmar respecto de las distancias del centro de homotecia a 
una recta y a su transformada? 


1.13 Dada una homotecia h, de centro O y razón 2, en que 
Má)=4; — MB)=B;  4%0%B 


O A 
compare los ángulos orientados fijos 40B y {OB Haga un dibujo apro- 


1.14. Dadas una homotecia h, de centro O y razón 2 y un triángulo 41 
los ángulos orientados fijos ABC y Á'BC, siendo 
MAES; MBB; WOSE 
Haga un dibujo apropiado. 


compare 


El ejercicio anterior se generaliza así: 


* PROPOSICIÓN 1.5: Las homotecias de razón positiva conservan los ángu- 
los y sus sentidos. 


EJERCICIOS 


1.15 ¿Cuál es la transformación producto de una homotecia de centro O y 
razón 2, por una simetría central, de centro 0? 

1.16 Descomponga una homotecia de centro O y razón —3 en producto de una 
homotecia de razón positiva por una simetría central. Generalice el resul- 
tado obtenido. 


* PROPOSICIÓN 1.6: Las homotecias de razón negativa también conservan los 
ángulos y sus sentidos. 


Demostración: Sigue del ejercicio 1.16, de la proposición 1.5 y de que las 
simetrías centrales conservan los ángulos y sus sentidos. 


EJERCICIOS 


1.17 Compruebe en varios ejemplos que las homotecias transforman un polígono 
en otro polígono de ángulos respectivamente iguales y lados respectiva» 
mente proporcionales y paralelos. ¿Qué relación existirá entre sus área 


1.18 Demuestre que la figura transformada de una circunferencia de centro € 


Figura 15 
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y radio r, en una homotecia h, de centro O y razón k, es una circunferencia 
de centro 


C=O 
y radio 


Ayúdese de la figura 1.5, donde 
UEX)=kL(cÍ)) 


1.19 Dadas dos circunferencias, comprobar que existen dos homotecias en que 
una de las circunferencias se transforma en la otra. ¿Donde están situados 
los centros de homotecia? ¿Qué relación existirá entre las razones de estas 
dos homotecias? Ayúdese de la figura 1.6. 


1.20 Dado un sector circular, inscribir en él un cuadrado, ayudándose de una 
homotecia, 


2. Grupo de las homotecias concéntricas 


Estudiemos la transformación producto de dos homotecias, k y K’, ambas 
del mismo centro O y razones respectivas k y K’. Sea X un punto del plano 
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(Fig. 2.1). Se tiene 


es decir, X” es el transformado de X en una homotecia de centro O y ra- 
zón KK. Como esto es cierto cualquiera que sea el punto X, podemos afirmar: 


Figura 21 


+ PROPOSICIÓN 2.1: El producto de una homotecia de centro O y razón k 
por una homotecia k’, del mismo centro O y razón K', es otra homotecia del 
mismo centro O y razón kk. 


—__JJJJ—_——— 


EJERCICIOS 


2.1 ¿Será asociativo el producto de homotecias? 
2.2 ¿Es conmutativo el producto de homotecias del mismo centro? 


+ PROPOSICIÓN 22: El conjunto de las homotecias de centro O es un semi- 
grupo conmutativo, respecto del producto de transformaciones. 

Le llamaremos el semigrupo de las homotecias=concéntricas de centro O. 
Designemos por Ho al conjunto de las homotecias de centro O. 


EJERCICIOS 


2.3. ¿Posee elemento neutro el semigrupo Ho de las homotecias de centro 0? 
Tenga en cuenta el ejercicio 1.5. 
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De la proposición 2.2 y los ejercicios 2.3 y 24 sigue 
* PROPOSICIÓN 2.3: El conjunto de las homotecias de centro O y razón no 
mula posee estructura de grupo, respecto del producto de transformaciones. 
Le llamaremos el grupo de las homotecias concéntricas de centro O. 
Designaremos por H3 al conjunto de las homotecias de centro O y razón 
distinta de cero. 
* Proposición 24: La aplicación 
R* —> Hi 
que asocia a cada número real k, no nulo, la homotecia de centro O y razón k, 


es un isomorfismo del grupo multiplicativo de los números reales, no nulos, 
en el grupo de las homotecias concéntricas de centro O. 


EJERCICIOS 


2.5 Demostrar la proposición anterior, 
2.6 Establezca proposiciones análogas a la 2.4, pero sustituyendo: 
a) Hi por H, 
b) R* por el conjunto R* de los números reales positivos 
c) R* por el conjunto R, de los números reales no negativos, de modo que 
en cada caso se tenga un isomorfismo, 


2.7 ¿Cómo han de ser las razones, k y K, de dos homotecias concéntricas, h y M, 
e e a q e. a e Aa RR 
positiva) 


3. Grupo de las homotecias y traslaciones 


Pasemos a estudiar ahora el producto de homotecias de centros distintos. 
Comencemos, para ello, estudiando el siguiente 
* TEOREMA 3.1: Si f es una transformación geométrica en la que 


100=X; MY 
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se verifica 


YX, Y EM; (XÝH=k{XY}} Sr homotecia de razón k 


donde k es un número fijo, distinto de la unidad e independiente de los pun- 
tos X e Y. 


Demostración: Consideremos una transformación f que verifique tal con- 
dición y probemos que se trata de una homotecia. 
Elijamos un punto X tal que 


x=[00 


sea un punto distinto de X. Tal punto X siempre existe, por haber supuesto 
k#1 


Figura 31 


Sea Y un punto no alineado con X y X’. Sea 
Y=1M) 
Como, por hipótesis 
(APN 
luego, según la definición 5.1 del $ 16 


a XF+TXÍ, Sik>0 
XYXY;  (XYI=/ki XYI; =s o 
XYIXY, sik<0 
como se indica en la figura 3.1. 
Sea P otro punto cualquiera y 
Pie) 
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luego 
HXP =k (XP) 
Sea O el punto de intersección de las rectas XX' e YY’. Es fácil ver que la 


homotecia de centro O, que transforma Y en Y”, también transforma X en X° 
y, en general, P en P, luego esta homotecia coincide con f. 


EJERCICIO 


3.1 Compruebe que el recíproco del teorema anterior también es cierto, 


Estamos ya en condiciones de estudiar el producto de la homotecia h, de 
centro O y razón k, por la homotecia W, de centro O' y razón Y. 


Consideremos, para ello, un vector fijo cualquiera XY. Su transformado 
en h sert XT (Pie. 32,4 su vez XT se transforma por W en NY. Te- 
niendo en cuenta el ejercicio 3.1, será: 


(AF (07) 


(PR TN) > (E 


ye 


Figura 32 


la expresión anteri 


| | , teniendo en cuenta la proposición 


3.1, permite afirmar que la transformación producto X'h es una homotecia 
de razón Kk. Como las rectas que pasan por un punto y su transformado 
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en la homotecia pasan también por el cen la 
homotecia producto /'h será el punto O” (Fig. 32) de intersección de las 
rectas XX” e YY”. Los puntos X e Y siempre pueden elegirse de modo que 
exista tal intersección, como en la fgura 3.2. 


si | ue 


e 


|. se tiene, de acuerdo con la figura 33 


UXT Kk RE 
ye 
WU) 
| erro aaa at 51 
IP XP 
Jj vero 23 51 
rr 
luego, en este caso, la transformación producto AA es la traslación definida 
por el vector ((XX”)). 


Figura 3.3 


Por tanto: 
* PROPOSICIÓN 3.2: El producto de dos homotecias de centros distintos y 
razones respectivas k y K' es 

a) otra homotecia, si kk 41. 

b) una traslación, si kk'=1. 
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EJERCICIOS 


en cuenta la proposición 1.4 y los ejercicios 1.9 
3.3 ¿Cuál será la transformada de la recta 00, de 
tecias h, h’ y A'h? Se supone k'k + 1. 


3A Teniendo en cuenta los dos ejercicios anteriores, demostrar que, cuando 
Kk' 1, el punto O”, de la figura 3.2, está alineado con O y 


35 Demostrar que, cuando kk'=1, entonces la recta XX” es paralela a la recta 
O0. Tenga en cuenta que entonces 


v=} 


T 
3.6 Cuando kk'=1, existe un número real r, tal que 
(Ap) =r((0011) 
Busque la expresión de r, en función de k y k', teniendo en cuenta la seme- 
janza de los triángulos fer y ELA de la figura 3.3. 


Estudiemos ahora el producto de una traslación £ por una homotecia h 
de centro O y razón k. Tengamos el vector fijo XY (Fig. 3.4) y sea 


AXX; NY)=¥;  MX)=X";  WY)=Y" 
Se tiene 


LSO PAX O da (añ) 


ejercicio 3.1 => [(X Y") } =k XT} tA UE: uN 


Como este resultado es cierto cualesquiera que sean los puntos X e Y, la 
proposición 3.1 permite afirmar que la transformación producto t es otra 
homotecia cuya razón es también k. Su centro, O”, será el punto de inter- 
sección de las rectas XX” e YY”. Los puntos X e Y siempre pueden elegirse 
de modo que exista tal intersección, como en la figura 34. 

Por tanto: 


* Proposición 3.3: La transformación producto de una traslación por una 
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homorecia, de centro O y razón k, es otra homotecia, de centro O”, distinto 
de O, y la misma razón k. 


y” 


o 
Figura 34 
* PROPOSICIÓN 344: La transformación producto de una homotecia, de cen- 


tro O y razón k, por una traslación, es otra homotecia, de centro O, distinto 
de O, y la misma razón k. 


EJERCICIOS 

3.7 Demuestre que el punto © ha de ser distinto de O (Fig, 3.4), supuesto k #1 
y la traslación definida por un vector no nulo, 

38 Demostrar la proposición 3.4. 


3.9 Dadas una traslación £ y una homotecía h, demostrar que, aunque las homo- 
teclas ht y 1h tienen la misma razón, sus centros son distintos. Haga una 
figura apropiada. 


Designemos por F al conjunto de las homotecias y traslaciones, es decir, 
sea 


donde H es el conjunto de las homotecias y T el de las traslaciones. 


mur | 
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EJERCICIO 


3.10 Demostrar que el conjunto F, de las homotecias y traslaciones, 
respecto del producto de transformaciones, es de 
transformaciones es una 
posiciones 3.2, 3.3 y 3.4, 


$ 
4 
2 
HA 
3 


* Proposición 3.5: El conjunto F, de las traslaciones y homotecias, posee 
estructura de grupo respecto del producto de transformaciones. 
Le llamaremos grupo de las homotecias y traslaciones. 


EJERCICIOS 


3.11 Demuestre la proposición 3.5. 


3,12 ¿Es conmutativo el grupo de las trasiaciones y homotecias? Tenga en cuenta 
el ejercicio 3,9, 


3.13 Señale dos subgrupos de F. 
3.14. Señale un subconjunto de F, que no sea subgrupo. 


4. Semejanza 


+ DEFINICIÓN 4.1: Diremos que una translormución 


nts q 


es una semejanza, si para cialesyuiera puntos A, BEI se verifica 
pan 


NA)=A'] 


es | = UATI AB) 


donde k esun número real fijo, independiente de A y B. 
El número k se llama razón de semejanza. 
Designaremos por $ al conjunto de las semejanzas. 
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EJERCICIOS 


4.1 Compruebe que 
nes 
siendo H el conjunto de las homotecias. Tenga en cuenta la proposición 1.2, 
4.2 Compruebe que 
mcs 
siendo M el conjunto de los movimientos, estudiados en el $ anterior. ¿Cuál 
es el número k en este caso? 
43 Compruebe que 
rcs 
siendo F el conjunto de las traslaciones y homotecias. 


44 Demostrar que las semejenzas ranciormen puntes alineados en puntos ali- 
neados, razonando como en la demostración de la proposición 


* PROPOSICIÓN 4.1: Las semejanzas transforman un ángulo fijo en otro án- 
gulo fijo igual a aquél. 

Demostración: Sea f una semejanza y A, B y C tres puntos no alineados. 
Se tiene 


[garzas | UAE) -k (A5) | 
NB -B |== (BC Y) =k(BC)) 
ER | (CETAN 


aa 


SA 3 La | 
ETEA 


Figura 41 


568 


EJERCICIO 
45 Demostrar que las semejanzas forman grupo. 


Designemos por S'al conjunto de las transformaciones que pueden obte- 
nerse como producto de un movimiento por una homotecia. 


EJERCICIO 


ps dé ses 


Consideremos una semejanza f. Sean A y B dos puntos distintos 
ÑA)J=A; — MB)=B' 
Por ser f una semejanza, habrá de verificarse 
UAB ))=k((AB)) 
Consideremos un punto cualquiera P, del plano, y tratemos de encontrar el 
punto B 
Como se ha visto en la demostración de la proposición 4.1, el triángulo 


4 
ERE E es ae al TAN Pe eia del paa a P que 
verifican tal condición (Fig. 4.2). Por tanto, razonando análogamente a como 
se hizo en el párrafo 10 del $ 17, respecto de la figura 10.1, podemos afirmar 
que existen dos semejanzas en que A se transforma en A' y B en B, una 
de las cuales conserva el sentido de los ángulos y la otra lo cambia. 

Por tanto, una semejanza quedo definida por dos puntos distintos, A y B, 
sus transformados, A' y Es, y por la condición de conservar el sentido o cam- 
biarlo. La razón de semejanza será el número k, tal que 


(AB ))=K(AB)) 


* PROPOSICIÓN 4.2: Toda semejanza se puede descomponer en producto de 
un movimiento por una homotecia. 


569 


Demostración: Ya se ha indicado cómo queda determinada una seme- 
janza. Comencemos considerando las semejanzas que conservan el sentido. 


” 


13 

Figura 42 Figura 43 
Sea la semejanza f definida por los puntos A y 8 y sus transformados, A” y B', 
que suponemos conserva el sentido de los ángulos (Fig. 4.3). Sean A; y B 
dos puntos tales que 


AB=AB;  ABNAB: AȘ A'B 


es decir, sea Ag, un segmento fijo igual al AB y situado en una recta para- 


lela a la A'B y distinta de ella. Sea f la isometría que conserva el sentido y 
transforma A en A, y B en B Sea Pun punto cualquiera y 
Py=iP) 
Sea h la homotecia de centro 
O-NANMBB, 
tal que 
MA) =A" 
Sea 
PHP) 
luego 
hiPr=P 


El triángulo Le es semejante al ABEL por ser h una homotecia, y 
el E igual al 42». por ser j un movimiento. Por tanto, Er es seme- 


A 
jante a ABP. Como j, por hipótesis, conserva el sentido y toda homotecia 


r 


Figura 44 


conserva el sentido, también la transformación producto Aj conservará el 
sentido. 


Por tanto, 
P=KP) 
es decir, P' es el punto transformado de P en la semejanza dada. Luego 
hiP)=1(P) 


Como esta igualdad es cierta cualquiera que sea P, podemos afirmar que 
[r] 


es decir, que f puede descomponerse en producto de un movimiento por una 
homotecia. 
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Si se trata de una semejanza que cambia el sentido, basta, en el razona- 
miento anterior, hacer que j represente a un movimiento que cambia el sen- 
tido, de acuerdo con la figura 44. 

Del ejercicio 4.6 y de la proposición 42 sigue: 


* PROPOSICIÓN 4,3: 
[=] 
Este resultado sugiere definir las semejanzas de otro modo, equivalente 


al de la definición 4.1, diciendo que una semejanza es la transformación pro- 
ducto de un movimiento por una homotecia. 


5. Grupo equiforme 


El conjunto de las semejanzas posee estructura de grupo respecto del pro- 
ducto de transformaciones, como ya se ha visto en el ejercicio 4.5. Este grupo 
se llama equiforme, pues toda transformación perteneciente a este grupo, 
es decir, toda semejanza, transforma cada figura en otra mayor o menor, 
pero de la misma forma. También se le llama grupo de las semejanzas. 

Sea $ el conjunto de las figuras del plano, considerando a las figuras como 
subconjuntos de puntos, es decir, sea 


$=-9M 


donde OIM) es el conjunto de las partes de IL. En el conjunto F puede esta- 
blecerse una relación diciendo que la figura A está relacionada con la figu- 


Figura 5.1 
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ra B, si existe una semejanza que transforma A en B. Para expresar que A 
está relacionada con B, escribiremos 


AB 


Se tiene, pues, 


[4-3] [315 1a)=8 | 
E 
+ EyewPro 5.1: El cuadrado A, de la figura 5.1, está relacionado con el B, 
pues hay una semejanza que transforma A en B. 
La relación que estamos considerando se llama semejanza de figuras. 


+ Proposición 5.1: La semejanza entre figuras geométricas es una relación 
de equivalencia. 


EJERCICIO 
5.1 Demostrar la proposición anterior. 


Dos figuras relacionadas, en la relación que estamos considerando, se di- 
cen semejantes. 

Esta relación, por ser de equivalencia, da lugar a una clasificación, en el 
conjunto $, de las figuras planas. Cuando hablamos habitualmente del cua- 
drado no nos referimos a un cuadrado particular, sino a la clase cuadrado 
producida por la relación de semejanza. 

La llamada Geometría Equiforme estudia precisamente estas clases de fi- 
guras. Se llaman propiedades métricas a las propiedades comunes a todas 
las figuras que forman una clase, es decir, a las propiedades que se conservan 
en las transformaciones de semejanza. 


* EjemPLO 5.2: La propiedad de los lados de los triángulos rectángulos co- 
nocida por teorema de Pitágoras es una propiedad métrica. 


EJERCICIOS 


5.2 ¿Es conmutativo el grupo de las semejanzas? 
5.3 La semejanza consistente en el producto de una traslación por una simetría 
axial y por una homotecia de razón negativa, ¿conserva el sentido? 


5.4. De los siguientes subconjuntos de S, diga cuáles son subgrupos: 
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a) las semejanzas que conservan el sentido 
b) las semejanzas que cambian el sentido 

c) los movimientos 

d) las homotecias 

e) indique otros subgrupos 

1) indique otros subconjuntos de S, que no sean subgrupos. 


5.5 Sitúe sobre el esquema de la figura 5.2, donde L representa al conjunto de 


Figura 5.2 


las semejanzas que conservan el sentido, cada uno de los siguientes subcon- 
juntos de $: 

a) transformación idéntica 

b) conjunto Ha de las homotecias de centro O 

c) conjunto de las traslaciones y homotecias 

d) transformación producto de una simetría axial y una homotecia. 


Aunque aquí nos hemos limitado al plano, la semejanza puede también estudiarse on 
el espacio. Véase, por ejemplo: 
ADELLANAS: Introducción a la Matemática. Madrid, 1960, capítulos VI y VII. 
Puia ADAM: Curso de Geometría Métrica I. Madrid, 1958, capítulo XVI. 
Si se desea hacer un estudio analítico de la semejanza, puede verse el libro: 
Rey PASTOR, SINTALÓ y BALANZAT: Geometría analitica. Ed. Kapelusz, Buenos Aires, 1959, 
capítulo VI. 


6. Didáctica de la semejanza en la Escuela Primaria 

La forma en que habitualmente se venía presentando la semejanza es ya 
conocida del Bachillerato Elemental. Se comenzaba definiendo el concepto 
de «triángulos semejantes» como triángulos que tienen sus ángulos respecti- 
vamente iguales y proporcionales sus lados correspondientes. Más explícita- 
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Ls er 
mente: el triángulo ÁBC, de ángulos Â, 8 y €, y cuyas medidas de los lados 
BC, CA y AB 
con una cierta unidad son, respectivamente 
abye 


se aice semejante al ÁBE E Aa 


Como estas condiciones no son independientes, basta con que se verifiguen 
algunas de ellas para que también se cumplan las otras. Estas condiciones 


¡terio afirma 
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entonces los triángulos son semejantes. Un tercer criterio afirmaba que basta que 
pur vap 
ar l CC 
para que sean semejantes los referidos triángulos. En particular, si los tri- 
ángulos son rectángulos, algunos criterios se simplifican, teniendo en cuenta 
que ya ambos tienen un ángulo recto y, por tanto, un ángulo igual. Se pasaba 
después a definir la semejanza de polígonos en general, por descomposición 
en triángulos, para terminar definiendo la transformación geométrica que 
hemos llamado semejanza. 

Muchos estiman hoy que este orden no es el idóneo para un primer con- 
tacto con estas ideas, pues no suele ser suficientemente claro para que el 
alumno adquiera el verdadero concepto de esta transformación, llevando mu- 
chas veces al alumno a considerar como correspondientes en la semejanza 
a lados o ángulos, de los triángulos, por ejemplo, que no lo son, 

Por ello se tiende actualmente a presentar la semejanza como producto de 
un movimiento por una Romotecia, con la cual aparecen con claridad cuáles son 
los lados y ángulos, de un triángulo, que se transforma en los respectivos 
lados y ángulos del triángulo semejante, que se está considerando, por ejemplo. 

Como ya hemos tratado, al final del $ anterior, sobre didáctica de los mo- 
vimientos, hemos de ocuparnos ahora de cómo introducir en la Escuela Pri- 
maria el concepto de homotecia, para después considerar las semejanzas como 
productos de movimientos por homotecias. 

La consideración de una diapositiva y la imagen que produce al proyec- 
tarla, o de la cinta de una película y su imagen sobre la pantalla, nos llevan 
intuitivamente al concepto de homotecia. En la clase, para un primer con- 
tacto con las homotecias, puede utilizarse un foco luminoso puntual, que pue- 
de materializarse por una bombilla dentro de una caja que tiene un pequeño 
orificio y una pantalla, que puede ser sustituida por la pared. Entonces, una 
figura plana opaca, situada en un plano paralelo a la pantalla, aparecerá sobre 


Figura 62 
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ésta, como indica la figura 62, dependiendo la razón de homotecia de las 
distancias del foco luminoso a la figura a proyectar y a la pantalla, y pu- 
diendo obtenerse dicha razón midiendo la figura a proyectar y su imagen. 
Pueden obtenerse de este modo, experimentalmente, muchas de las propie- 
dades estudiadas para la homotecia. El variado número de figuras que pue- 
den proyectarse y de colocaciones que pueden disponerse, hace que este sis- 
tema sustituya con ventaja al obtenido únicamente mediante dibujos. 

Una vez obtenida la idea intuitiva, por este procedimiento u otro similar, 
puede ya pasarse a realizar transformaciones de homotecia, de figuras senci- 
llas, por parte de cada niño sobre su papel. 

Efectuando un ito y después una homotecia, o bien una homo- 
tecia seguida de un movimiento, se habrá efectuado una semejanza. 


Los triángulos ÁBoCo y ÁBC, que tienen el ángulo fijo & común y los 
respectivos lados opuestos ByCo y EC paralelos, se dicen en posición de Tha- 
les (recuérdese el teorema de THALES). Observemos que la homotecia de cen- 
qe ad o all radical lag AR 

a 
AB: Ahora el triángulo pr me dice semejante al Aae, pues se puede 
pasar, mediante un movimiento, del triángulo ÁBO: al AACA que está en 


posición de Thales respecto del 


e dl 
VN Æ 
| AÑA 


Figura 63 Figura 64 


Después de haber efectuado una introducción casi exclusivamente expe- 
rimental, a la semejanza, puede ya iniciarse un estudio racional de algunos 
de los resultados encontrados previamente por vía experimental. Pero este 
estudio racional ha de reservarse para un curso 7.* u 82 

Otra posible introducción experimental al concepto de semejanza de tri- 
ángulos puede encontrarse en la lección que el profesor PASCUAL IBARRA pu- 
blicó en el número 11 de la Revista «Enseñanza Media», donde se utilizan 
triángulos materializados, como indica esquemáticamente la figura 64. 
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19 INSTRUMENTOS GEOMETRICOS 


1. Regla de un solo borde 


La regla, como es sabido, es el instrumento utilizado para trazar líneas 
rectas. Debido a su finitud, en realidad lo que permite trazar son segmentos 
fijos. Para ello se apoya la punta del lápiz y se desliza, de modo que apoye 


que 
Para comprobar que la regla está bien construida, se fijan dos puntos, A 
y B, en la recta trazada con ayuda de la regla y se da la vuelta a la regla, 
pasa por A y B, apoyándose en el mismo borde 


AA 


Figura 12 


de la regla, que ahora apoya su cara opuesta sobre el papel. Si la regla no 
está bien construida, ocurrirá lo indicado en la figura 1.2. 


2. Portasegmentos 


Es el instrumento utilizado para comparar dos segmentos fijos y decidir 
si están relacionados, en la relación de equivalencia denominada «igualdad 
de segmentos». Como portasegmentos puede utilizarse una regla sobre cuyo 
borde se marcan sendas señales coincidentes con los extremos del segmento, 
o bien el borde rectilíneo de un papel o cartulina. También puede utilizarse 
como portasegmentos aproximado una regla graduada. Operando en el ence- 
rado, es frecuente utilizar como portasegmentos un trozo de cuerda. Otros 
posibles portasegmentos son el compás y también el calco con papel trans- 
parente © semitransparente. 
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3. Portaángulos; círculo graduado 


Para transportar ángulos basta tener en cuenta que un ángulo queda de- 
terminado por sus semirrectas bordes, y una semirrecta queda determinada 
por su origen y otro de sus puntos (Fig, 3.1). Por tanto, un papel transparente 
o traslúcido sobre el que se calcan los puntos, V, A y B, o bien las semirrec- 
tas Va y Va, puede servir de portaángulos. Si se hace que una esquina del 
papel coincida con V y uno de los bordes del papel apoye sobre la semirrec» 
ta Va, entonces basta calcar B. 

También puede transportarse el ángulo empleando un ángulo recortado 
en papel o cartulina. En la Escuela pueden utilizarse ángulos recortados y co- 
loreados (del mismo color los que son iguales) para estudiar el semigrupo 
de los ángulos, lo mismo que se emplean las regletas, o bien tiras de papel 
coloreadas, para materializar el semigrupo de los segmentos. 


Figura 31 Figura 32 


y 
con uno de los bordes del papel. Basta entonces marcar el punto P, en que el 
otro lado del ángulo aparece por detrás del papel. 

Los transportadores de ángulos permiten comparar dos ángulos fijos para 
decidir si están en la relación de equivalencia llamada «igualdad de ángulos», 
así como construir un ángulo fijo igual a otro dado. 

Teniendo en cuenta el isomorfismo existente entre arcos y ángulos cen- 
trales (estudiado en el capítulo de magnitudes, párrafo 11), se comprende que 
todo transportador de arcos es indirectamente un transportador de ángulos, 
y recíprocamente. 

Un portaarcos, y, por tanto, portaángulos, muy utilizado es el transpor- 
tador de la figura 33. Naturalmente este semicírculo graduado es un trans- 
portador aproximado. 
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La biyección existente entre los arcos de una circunferencia, menores o 
iguales que una semicircunferencia, y sus respectivas cuerdas, implica que 


Figura 33 Figura 34 


todo transportador de segmentos es un transportador de arcos, como sugiere 
la figura 3.4. 


4. Escuadra 


Se trata, como es sabido, de una plancha triangular de madera, plástico, 
etcétera, uno de cuyos tres ángulos es recto, lo que permite dibujar rectas 
perpendiculares. 

Para comprobar si una escuadra está bien construida, basta apoyar uno 
de los lados del supuesto ángulo recto sobre una recta r y trazar la supuesta 
perpendicular a, sobre la que se toma un punto P. A continuación se da la 
vuelta a la escuadra, de modo que su cara opuesta apoye ahora sobre el pa- 
pel y, apoyando sobre la recta r el mismo borde de la escuadra que antes, se 
traza la perpendicular, b, que pasa por P. Si la escuadra no está bien cons- 
truida, las rectas a y b no coincidirán, quedando como muestran las figu- 
ras 41642 


| | 
| 
Figura 41 Figura 42 
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Con una regla y una escuadra pueden trazarse rectas paralelas (Fig. 4.3) 
ya que dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas entre sí. 


Figura 43 


EJERCICIOS 


4.1 Aunque una escuadra no esté bien construida, ¿por qué permite el proce- 
dimiento esquematizado en la figura 4.3 trazar rectas paralelas? 


4.2 Explique cómo una regla y una escuadra permiten verificar traslaciones. 


5. Compás 


Como ya se sabe, el compás consta esencialmente de dos piezas alargadas 
o piernas, de metal u otro material rígido, articuladas por un extremo común, 
de modo que puedan limitar distintos ángulos al abrir o cerrar su apertura. 
Los otros dos extremos de las piernas terminan uno en una punta y el otro 
en otra punta, un portalápiz o un tiralíneas. 

Como ya se ha indicado, el compás permite transportar segmentos. En el 
encerado, un trozo de cuerda sustituye frecuentemente al compás. 


Figura 5.1 
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Para construcciones de Geometría Esférica se utiliza un compás especial, 
de piernas curvas. En la figura 5.1 se muestra cómo se utiliza un compás 
de este tipo, realizando una construcción sobre una pizarra esférica. 


EJERCICIOS 


5.1 Explique la generación de una circunferencia con el compás, como consecuen- 
cia de que este instrumento es un transportador de segmentos. 

5.2 Construya un triángulo cuyos lados son tres segmentos dados, utilizando 
el compás. ¿Qué condición han de verificar los segmentos dados para que 
la construcción sea posible? 

53 ¿Cómo se construye la mediatriz de un segmento dado, utilizando el compás 
y la regla? 

5.4 Apoyándose en el ejercicio anterior, explique cómo se construye la circun- 
ferencia que pasa por tres puntos dados, utilizando el compás y la regla, 

55 ¿Cómo se construye la bisectriz de un ángulo con el compás y la regla? 

3.6. Dibuje un ángulo y transpórtelo con el compás. 

5.7 Dados dos segmentos fijos y un ángulo fijo, construya un triángulo, dos 
de cuyos lados sean iguales 2 los segmentos dados y el ángulo comprendido 
sea igual al dado. 

5.8 Dados un segmento fijo y dos ángulos fijos, construya un triángulo uno 


de 
de 


ese 
5.9 Construya un triángulo del que se conocen dos lados y el ángulo opuesto 
a uno de ellos. Estudie las posibles soluciones según sean los datos. 


¡(ía 


Otras construcciones geométricas fundamentales con regla y compás puede encon- 
trarlas en: 
Puio ADAM: Geometria Métrica I. Capítulo IV. 


6. Los instrumentos clásicos 


Los instrumentos clásicos de la Geometría griega son la regla y el com- 
pás. Con ellos pueden efectuarse las siguientes operaciones elementales: 


4 1) trazar una recta que pase por dos puntos; 
2) trazar el punto de intersección de dos 


con la regla 
| rectas; 


| 3) trazar circunferencias de centro y radio 
dados; 
l 4) trazar los puntos de intersección de dos 
trazar los puntos de intersección de recta 
y circunferencia. 


con el compás 


con regla y compás | > 
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Estas son las operaciones elementales admisibles con los dos instrumentos 
clásicos. Por combinación de un número finito de estas operaciones elemen- 
tales, se realizarán múltiples construcciones como las de los ejercicios del 
párrafo anterior. 

Dados una circunferencia c y un punto exterior P, la construcción de las 
tangentes a la circunferencia, que pasan por ese punto, no es una operación 
elemental, pues no es ninguna de las cinco citadas anteriormente, pero puede 
realizarse por combinación de un número finito de operaciones elementales. 
En efecto, de acuerdo con la figura 6.1, se vmienza trazando la circunferen- 
cia de diámetro OP, donde O es el centr> de la circunferencia c. Las rectas 
PA y PB, donde A y B son los puntos ĉe int rsección de esta circunferencia 
con la circunferencia c, son las tangenter pedidas. 


EJERCICIOS 
SL Espllque la raada por le que MORATA os tangente a la cccunerencia « 
de la figura 6.1. ¿Cómo es el ángulo P40? 


62 Explique cada una de las operaciones elementales que se han 
sucesivamente para realizar la construcción que acaba de indica 


Hay problemas que aparentan ser simples, como la división de un ángulo 
en tres partes iguales, pero son imposibles de resolver por combinación de un 
número finito de operaciones elementales, según se demuestra en Matemática 
Superior. Este problema se llama «trisección del ángulo». Otro problema irre- 
soluble por combinación de un número finito de operaciones elementales es 
el de la «cuadratura del círculo», consistente en construir un cuadrado de 
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extensión igual a la de un círculo dado. También es irresoluble así la «rec- 
tificación de la circunferencia», consistente en construir un segmento de lon- 
gitud igual a la de una circunferencia dada. 


7. Regla de bordes paralelos 


La regla descrita en el párrafo 1 se llama un 
sólo nos hemos servido allí de un borde de ella. Esta regla de un solo borde 
puede tener, por ejemplo, la forma indicada en la figura 7.1, aunque lo más 


Figura 7.1 


frecuente es que tenga la forma indicada en la figura 7.2. Sin embargo, a esta 
regla de la figura 7.2 se le llama regla de bordes paralelos. 

Con la regla de bordes paralelos se admiten las tres operaciones elemen- 
tales siguientes: 

12 Trazar una recta que pase por dos puntos dados (para lo cual se uti- 
liza un solo borde). 


Figura 7.2 Figura 73 


2* Dados dos puntos, A y B, cuya distancia es mayor o igual a la dis- 
tancia entre los dos bordes paralelos de la regla, trazar dos rectas paralelas, 
que pasen respectivamente por A y B (Fig. 7.3). 

32 Dada una recta, trazar una recta paralela tal que la distancia entre 
las dos sea igual a la distancia entre los bordes de la regla. 

Se ha probado que, admitiendo estas tres operaciones, con la regla de bor- 
des paralelos pueden realizarse todas las construcciones que se efectúan con 
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la regla y el compás, admitiendo las cinco operaciones elementales del párrafo 
anterior. 

Naturalmente, algunas construcciones se complican mucho más que con 
la regla y el compás, lo que hace que carezca de valor práctico. 

En la figura 74 se muestra, por ejemplo, la construcción de una perpen- 
lo 


Figura 74 


dicular p a una recta r dada, para lo que basta tomar dos puntos A y B, so- 
bre r, y operar como indica la figura 74. 


a 


EJERCICIOS 


7.1 Trace la bisectriz de un ángulo con la regla de bordes paralelos, 


7.2 Dado un segmento mayor que el ancho de la regla, construya otro segmento 
igual a tres veces el dado, con la regla de bordes paralelos. 


8. Pantógrafo de Sylvester 

Los triángulos ÓAX y AX, de la figura 8, son semejantes, pues estin 
en posición de Thales, por ser AX [| AX. La homotecia de centro O, que 
transforma" A en A translorma ÓAX en ÓRX. En la fgura 82, el cua 


F x 
LN EOS 
o ie ro w 
Figura 8.1 Figura 8. 
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látero cuyo borde es la poligonal cerrada AXHA'A es un paralelogramo, y los 
puntos O, X y X' están alineados, por lo que la homotecia de centro O, que 
transforma A en A', también transformará X en X'. Si suponemos ahora ma- 
terializada la figura 8.2, sustituyendo cada segmento por una varilla, de modo 
que los vértices del paralelogramo AXHA’ sean articulaciones, al fijar el 
punto O sobre el plano y mover el punto X, se moverá también X', siendo 
en todo caso X” el transformado de X en la homotecia } de centro O, tal que 


HA)=A" 


—___AAHHHAAAARáA<<<TTa <A 


EJERCICIOS 

8.1 Demostrar que al mover X los puntos O, X y X se mantienen alineados, 

8.2 Expresar la razón de homotecia en función de los segmentos ((04)) y 
11041). 


Este instrumento, que permite realizar homotecias, se llama «pantógrafo 
de Sylvester» o simplemente pantógrafo. En la figura 8.3 se muestra un pantó- 
grafo realizando una homotecia. Los tornillos de las articulaciones A, X, H, 


Figura 83 


y A' no se aprietan, para permitir la deformación del paralelogramo AXHA’. 
Al hacer que X recorra la figura de la izquierda, un lápiz situado en X” irá 
grabando la figura homotética. 
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EJERCICIOS 


8.3 Construya, con cuatro tiras de cartulina, un pantógrafo que materíalice una 
homotecía de razón 3. 

8.4 Construya, con el pantógrafo construido, la figura homotética de un rectán- 
gulo que haya dibujado previamente. 

8.5 ¿Qué relación existe entre las áreas del rectángulo de partida y su hom 
tético? 


8.6 ¿Podría el pamtógrafo construido realizar una homotecia de razón 1/3? 
¿Cómo? 
87 A A E dems ietsie 
razón 
8.8 Dado un triángulo utilice el pantógrafo del ejercicio 8.3 para construir la 
figura transformada del triángulo en la homotecia, de centro el baricentro y 
razón —1/2, 


9. Compás de reducción 


Otro instrumento capaz de realizar homotecias y semejanzas es el compás 
de reducción de la figura 9.1, en que el punto O es la articulación y se ve- 
rifica 


Su fundamento se explica en la figura 9.2, donde XF || X'Y', por lo que el 


triángulo EÈ es semejante al GRY. 


Tiene el inconveniente, sobre el pantógrafo, de que la transformación ha 
de realizarse punto a punto, y la ventaja de que puede realizarse una seme- 
janza que no sea homotecia. 


x} Y “ w 


yo. Y 
Figura 9.1 Figura 92 
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EJERCICIOS 
9.1 Construya un compás de reducción que permita materializar una semejanza 
de razón 2. 


9.2 Dados dos segmentos AB y TF no paralelos y tales que 
UAB) =2114B)) 
y un punto P, construir el punto 1”, imagen de Y, en la semejanza que trans: 
forma A en A, B en B' y conserva el sentido de los ángulos, utilizando el 
compás de reducción del ejercicio anterior. 


9.3 ¿Puede el compás de reducción del ejercicio 9.1 materializar una semejanza 
de razón distinta de 2? 


10. Pantógrafo de Kempe 
Consiste en un doble paralelogramo articulado (Fig. 10.1). La transitivi- 
dad de la equipolencia de vectores fijos permite asegurar que 
FA XX 
Si los puntos A y A” se fijan sobre el plano, al hacer que X recorra una fi- 
gura, X' recorrerá la figura transformada en la traslación definida por el 


vector ((AA")). 


x E 
Figura 10.1 


En la figura 10.2 se muestra una realización de este instrumento capaz de 
materializar traslaciones, llamado pantógrafo de Kempe. Los puntos A, A', 
B, B, X y X', de la figura 10.1, son de articulación. 
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Una aplicación del pantógrafo de Kempe es el instrumento, esquematizado 
en la figura 103, utilizado por los diseñadores. Los puntos A y A' se fijan 


Figura 103 


sobre el plano. Los puntos A, A”, B, B', C y C' son de articulación. Las varillas 
x e y se mantienen fijas respecto de la CC, con lo cual las dos varillas perpen- 


diculares, x e y, se mueven, manteniéndose paralelas a sí mismas, 
11. Instrumentos que realizan simetrías axiales 


El cuadrilátero AX'BX de la figura 11.1 es un rombo, por lo que los 
puntos X y X” son simétricos respecto de la recta determinada por los puntos 
A y B. Esta propiedad sugiere la construcción de un instrumento realizador 
de simetrías axiales, esquematizado en la figura 11.2. Consta de un rombo 


YY 


Figura 11.1 Figura 112 


589 


articulado en sus cuatro vértices AX'BX y cuyos vértices opuestos A y B 
pueden deslizarse sobre una varilla (eje de simetría) marcada en rojo. 
Otro instrumento capaz de materializar simetrías axiales es un simple 
vidrio semitransparente, que en parte refleja y en parte permite el paso de 
£ 


$ 


Figura 113 


la luz, Si se coloca de modo que su plano quede perpendicular al plano del 
papel (Fig. 11.3), el observador podrá ver, mirando al cristal, el semiplano 
de detrás del cristal, superpuesto a la figura reflejada del otro semiplano. 


EJERCICIO 
11.1 Describir cómo utilizaría el vidrio semitransparente para realizar las siguien- 
tes construcciones: 


a) simétrico de un punto dado, respecto de una recta dada; 
b) mediatriz de un segmento fijo dado; 

c) bisectriz de un ángulo dado; 

d) perpendicular a una recta dada, que pase por un punto dado, 


o 


Figura 121 


12. Instrumentos que realizan simetrias centrales 


El cuadrilátero ABCD, de la figura 121, es un paralelogramo, uno de cu- 
yos lados es doble que el otro, y el segmento EA es igual a uno de los lados 
menores, AD, del paralelogramo, estando los puntos E, A y D alineados, por 
lo que el punto medio M del lado AB es también punto medio del segmento 
EC, por lo que los puntos E y C son simétricos en la simetría central de cen- 
tro M. Si materializamos los segmentos marcados en negro con varillas ar- 
ticuladas en los puntos A, B, C y D, se tendrá un instrumento capaz de reali- 
zar la simetría central de centro M. Para ello se fija el punto M al plano y, 
al hacer que C recorra una figura, E recorrerá su simétrica en la simet 
central de centro M. 


EJERCICIOS 


12.1 Verifique este instrumento con cuatro tiras de cartulina, 
12.2 Teniendo en cuenta que la homotecia de razón —1 es la simetría central, 
construya un pantógrafo de Sylvester capaz de realizar simetrías centrales. 


También existen instrumentos más complicados, capaces de realizar productos de 
homotecias, productos de traslaciones por homotecias, etc. Véanse, por ejemplo, los mo- 
delos del profesor Bicuexer, en el libro El material para la enseñanza de las Matemáticas, 
de Ed. Aguilar. 


13, Papel que desempeñan los instrumentos 
en la enseñanza de la Geometría 


En Geometría, los conceptos primarios (punto, recta, plano, etc.) se obtie- 
nen por abstracción, a partir de observaciones de la vida real. A partir de 
estos entes primarios se definen otros, para cuya introducción a nivel ele- 
mental es necesario el uso de figuras. Análogamente, para un primer contacto 
con las transformaciones geométricas más sencillas del plano, es conveniente 
la utilización de instrumentos. 

Es cierto que la Geometría puede elaborarse sin dibujar figuras y sin ins- 
trumentos que materialicen las transformaciones, pero esto es propio de la 
enseñanza superior, pues el niño siente la necesidad de imágenes para ayudar 
a la memoria y comprender con menor esfuerzo. Además, el instrumento inte- 
resa al niño como juguete, sugiriéndole ideas, consecuencia de la atención 
que en él pone. 
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20 LOS PROBLEMAS 


1. Los problemas en la Matemática; su valor 
formativo y utilitario 


Actualmente el vocablo «problema» tiene en la Matemática varias acep- 
ciones. Según su significado más divulgado, por resolver un problema se en- 
tiende aplicar un resultado obtenido previamente en la «teoría» a un caso 
particular, sustituyendo, por ejemplo, unos valores numéricos en la fórmula 
apropiada. 

Otro segundo tipo de problema, más complejo, en general, consiste en 
decidir si una cierta relación, que suponemos se verifica entre ciertos ob- 
jetos matemáticos, es cierta o falsa, es decir, el problema consistente en de- 
mostrar la certeza o falsedad de una proposición. 

El tercer significado de este vocablo en Matemáticas es el problema de 
investigación consistente en la elaboración de una teoría, lo que requiere la 
construcción de unas definiciones y la obtención de unos teoremas que veri- 
fican los objetos matemáticos definidos. En el fondo del problema, en este 
último sentido, siempre existe una idea intuitiva, cuya matematización cons- 
tituye el problema. Una vez matematizado el problema, la teoría construida 
a veces se adapta a explicar otras situaciones concretas, lo que en principio 
no se había previsto. Los problemas en este sentido son los más difíciles en 
la Matemática, ya que entrañan la construcción de definiciones, que es el 
proceso más complicado de la Matemática. 

Para comprender la dificultad de un problema matemático, en este tercer 
sentido de la palabra, puede considerarse el ejemplo siguiente. La situación 
consistente en mirarnos al espejo es una materialización de una simetría res- 
pecto de un plano (el plano del espejo) en el espacio. Intente el problema de 
estudiar las simetrías respecto de planos en el espacio y sus productos, ha- 
ciendo para movimientos en el espacio un estudio análogo al hecho para 
movimientos en el plano en el $ 17, a partir de simetrías axiales. Compare los 
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resultados obtenidos con los que encontrará para este problema en los libros 
indicados para estudiar semejanzas en el espacio al final del párrafo 5 del $ 4. 

El enfrentarse a los problemas e intentar superarlos, buscando caminos 
que conducen a una solución, es una de las actividades más típicamente 
humanas. La resolución de un problema, matemático o no, es un acto de in- 
teligencia. Aquí radica el valor formativo de los problemas. La resolución de 
problemas matemáticos requiere la utilización de uno de los factores defini- 
dores de la inteligencia humana. En general, resolver un problema consiste en 
idear soluciones para realizar un proyecto propuesto previamente. La activi- 
dad consistente en resolver problemas permite, pues, desarrollar la capacidad 
de pensar, lo mismo que la actividad consistente en hacer gimnasia permite 
desarrollar la fuerza muscular. 

Por otra parte, la resolución de problemas relativos a una cierta teoría 
permite profundizar en su comprensión, así como notar sus aplicaciones a 
otras situaciones o a otras disciplinas (Ciencia Aplicada) hechos en los que 
radica su valor utilitario. 


2. Los problemas en la Escuela Primaria 


En las exposiciones clásicas de Matemática Elemental se pretendía una 
clara distinción entre «teoría» y «problemas». Primero se estudiaba una teo- 
ría y después se realizaban problemas de aplicación de dicha teoría, que a su 
vez permitían aclarar ciertos puntos que hubieran quedado oscuros, 

Hoy, admitidas ya universalmente las ventajas de la conducción eurística 
de la enseñanza de la Matemática en la Escuela Primaria, no se distingue 
entre teoría y problemas, suponiendo para el niño la clase activa un continuo 


Consideremos un ejemplo. os una clase de niños que ya mane- 
jan la relación pitagórica (Fig. 2.1) 
Peor 
y se desea estudiar la relación existente entre las medidas de los tres tipos 


z 
d ' 
o 
Y 
A s x d 


Figura 21 Figura 22 
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de aristas de un ortoedro y la medida de su diagonal (Fig. 22). En una ex- 
posición clásica; el maestro comenzaría demostrando en el encerado que el 


a AS o oe la figura 22 
riy- 


ASEO EEES ATS 


tetis 
Prey 


pasando ahora los niños a resolver problemas consistentes en simples aplica- 
ciones numéricas, como la siguiente; si tres aristas de un ortoedro miden 
respectivamente 4, 6 y 3 cm, ¿cuánto mide la diagonal? 

Hoy se presentaría la cuestión de otro modo, tratando de que el chico, 
guiado adecuadamente por el maestro, sea quien llegue a descubrir que 


Por 


el problema se puede plantear, por ejemplo, del siguiente modo: 
de un ladrillo u otro objeto sólido con forma de ortoedro y se 
e iño cuál es nuestro propósito, determinar la medida de la 
AD, para lo que el niño dispone de una regla graduada, con la que 
puede verificar las medidas que desee. Si al mismo tiempo se dispone de un 
modelo de ortoedro consistente en unas varillas o alambres que materialicen 
cada una de las doce aristas del ortoedro, engarzadas convenientemente por sus 
extremos (vértices del ortoedro), el niño podrá imaginar, por similitud de 
forma con el ortoedro de ladrillo, la diagonal en el interior del ladrillo, Sobre 
el modelo hueco de alambre puede materializarse la diagonal con una cuerda 
tensa u otra varilla, y una vez que el niño está familiarizado con los modelos 


Giles pude ropra gi Ue de po ad D a k i 
ra 2.2. Puede después pasarse a preguntar ¿qué medidas has de tomar en el 
ladrillo para calcular la diagonal AD? Si se necesitara más ayuda, podría 
preguntarse, ¿puede calcularse AD midiendo la arista AB y la diagonal BD 
de una cara? Una vez que se ha llegado a establecer 


pre 


podría pasarse -a plantear el problema más sencillo de calcular la diagonal de 
una cara (BD), permitiendo solamente medir aristas (BC y CD). La combina- 
ción de ambos problemas permitiría plantear el ya más complicado, consistente 
en calcular la diagonal del ortoedro a partir de las medidas de las aristas. 

Hemos de notar que estos sucesivos problemas en cascada, que han lleva- 
do al niño a encontrar la relación buscada, aun planteándolos adecuadamente, 
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suponen el empleo de mucho tiempo por parte del niño. Por ello, pudiera 
pensarse que, al ser más rápido, quizá sea más conveniente que el maestro 
haga la demostración en la pizarra y, una vez se ha llegado a «la fórmula», 
sea el niño quien la aplique a veinte problemas en que se dan las aristas y se 
pide la diagonal del ortoedro. Estos son los típicos problemas de «receta de 
cocina», pues únicamente requieren que el niño sustituya en la «fórmula» o 
«receta» las letras por los valores numéricos dados, por lo que carecen en 
de valor formativo. Lo verdaderamente formativo es el proceso men- 
tal que ha de seguir el niño para el descubrimiento de la relación. Este es 
el problema interesante, tal como se entiende hoy. 
También es importante, atendiendo al valor utilitario, que se hagan algu- 


ji! 


ortoedro, la comprobación de que el valor obtenido para la medida de la dia- 
gonal, a partir de las medidas de las aristas, coincide con la medida obtenida 
con la regla, operando, por ejemplo, en el modelo hueco de varillas, es de 
gran satisfacción para el chico, haciéndole notar la utilidad del ejercicio rea- 
lizado y aumentando su confianza en estos métodos. 

Se pueden también proponer el cálculo de una arista cuando los datos 
son las otras dos y la diagonal del ortoedro. Otra aplicación puede ser, por 
ejemplo, la determinación de la distancia del punto A (Fig. 2.3) al punto más 
alto del poste vertical CD, al que se llega por un camino que consta de dos 
tramos, AB y BC, perpendiculares (se suponen A, B y C situados en un te- 


Figura 23 


rreno horizontal). La consideración de un ortoedro, tres de cuyas aristas son 
AB, BC y CD, permite reducir este problema al que ya se había resuelto. 

En general, es importante interesar al niño en el problema a resolver, lo 
que puede conseguirse planteándolo de modo que aparezca con visible utili- 
dad para él, pues para el niño un problema sin .tilidad evidente «no sirve», 
Se puede también interesar al niño relacionándolo con alguno de sus juegos. 
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Es importante también formular uno a uno los problemas parciales más 
in jo que desea resolverse, 
por varias cuestiones, no formu- 
lando la siguiente pregunta hasta no tener bien resuelta la anterior. 

no han de ser largos, de modo que su 
lectura canse al niño y le impida concentrar su atención en la resolución, 
debiendo dividirse, ic 

El camino más didáctico para estudiar un problema coincide casi siempre 
con el que ha seguido la Humanidad para su esclarecimiento, lo que frecuen- 
temente se expresa diciendo que «el camino didáctico es el camino cien- 
tífico». 

Los problemas llamados de «feliz idea», con soluciones rígidas y general- 
mente insuperables por el niño, tienden a ser sustituidos por problemas en 
que el niño ha de realizar una actividad consistente en comprobar alguna 
relación sugerida en el enunciado, o idear procedimientos para realizar pro- 
yectos, 


! 
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3. Problemas geométricos; métodos más importantes 
para su resolución 


Como ya nos ocupamos en el $ 13 de las magnitudes de carácter geomé- 
trico de la Matemática Elemental (longitud, amplitud, extensión, volumen, etc.) 
vamos a estudiar ahora los problemas relativos a construcciones geométricas. 
Realizar una construcción geométrica es el problema consistente en buscar una 
figura geométrica que verifique ciertas condiciones prefijadas. Estudiemos a 
continuación algunos de los métodos más importantes para realizar tales cons- 
trucciones. 


MÉTODO DE LAS TRANSFORMACIONES GEOMÉTRICAS: 


Las transformaciones geométricas estudiadas en los $ 17 y 18 (traslacio- 
nes, giros, simetrías, homotecias, etc.) ayudan a resolver muchos problemas de 
construcciones geométricas. El método consiste en aplicar una transforma- 
ción a la figura (o parte de ella), construyendo la figura transformada, resol- 
ver el problema en la figura transformada y aplicar la transformación inversa, 
para volver a la figura de partida. Naturalmente, el método es útil cuando 
la figura transformada es más fácil de construir que la pri El tipo de 
figura a construir sugiere la transformación que más conviene utilizar. Vea- 
mos algunos ejemplos. 


+ EjempLO 3.1 Un arriero, que está trabajando en el punto X, desea abrevar 
su asno en el río e, de trazado rectilíneo (Fig. 3.1) y desde aqui volver al 
pueblo Y. ¿Por dónde ha de ir si desea seguir el camino más corto? 
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Solución: Designemos por s a la simetría de eje la recta e y sea 
sY 


Para cada punto PE e, se tiene: 


Figura 3.1 


camino a recorrer de X a Y” Pero el camino más corto de X a Y' es el 
segmento XY’. Por tanto, si 


XY Ne-E 


la solución, es decir, el camino más corto, será la poligonal abierta XEY. 
Otro ejemplo de construcción, que se simplifica con ayuda de una sime- 
tría axial, es la del ejercicio 4.6 del $ 3. En este ejercicio pueden existir dos 
soluciones, una o ninguna, según las posiciones relativas de las dos circunfe- 
rencias y la recta. 
En general, al estudio de las soluciones al cambiar los datos se le llama 
discusión del problema. 


* EJEMPLO 3.2: El ejercicio 2.13 del $ 17 muestra un ejemplo de construc- 
ción que se facilita mediante una traslación. Suponiendo construida la figura 


pedida en este ejercicio, la traslación del vector (AB)) transforma el vér- 
tice X del paralelogramo en el X” y, por tanto, la semirrecta r (lado del ángu- 
lo), que contiene a X, en la semirrecta y’, que pasa. por X'. Así, el punto X' 
aparece como intersección de 1” y £ (el otro lado del ángulo). 

Lo que acaba de hacerse, de suponer la figura construida para razonar so- 
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bre ella, es el camino más conveniente para llegar a la construcción de la 
figura en muchos de estos problemas. 

En este otro caso del problema de la figura 32, la discusión consistirá en 
el estudio de las soluciones según la posición de AB respecto del ángulo. 


Figura 32 


+ EjemrLo 3.3: Una construcción que se facilita mediante un giro es la del 
ejercicio 3.8 del $ 17. Como los ángulos del triángulo equilátero son de 60, 
basta aplicar el giro de centro un vértice del cuadrado y amplitud 60” para 
resolverlo. 


e EjempLo 3.4: El ejercicio 1.20 del $ 18 se resuelve fácilmente aplicando una 
homotecia de centro el centro del círculo del que procede el sector y que 
transforma un cuadrado auxiliar en el cuadrado problema. 


© Ejemplo 3.5: Una construcción que se facilita ayudándose de una sime- 
tria central es la del ejercicio 3.12 del $ 17. 

He aquí ahora algunos ejercicios de construcciones que se facilitan con el 
uso de alguna de las transformaciones geométricas estudiadas. 


EJERCICIOS 

3.1. Dadas dos circunferencias, construir un triángulo rectángulo isósceles tal que 
el vértice del ángulo recto sea un punto dado y los otros dos vértices estén 
situados cada uno sobre una de las circunferencias. Haga la discusión. 


3.2 Dadas tres rectas, a, b y e, construir un segmento cuyos extremos estén 
Sluados cada uno en una de as rectas «y b'y cuya mediar ea a recta c, 
u 


3.3 Dada una circunferencia, una recta, un segmento y una dirección, construir 
un paralelogramo, uno de cuyos lados esté contenido en la recta, el lado 
opuesto tenga por extremos puntos pertenecientes a la circunferencia y los 
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otros dos lados sean segmentos fijos pertenecientes al segmento dado y tales 
que las rectas que los contienen pertenezcan a la dirección dada, Discusión. 

3.4 Dados un polígono convexo y un punto interior, construir un segmento 
cuyos extremos pertenezcan a la poligonal borde del polígono y cuyo punto 
medio sea el punto dado. Discusión. 

35 Dadas una circunferencia e y un punto P, construir una recta r que pase 
por P, tal que 


rNe=iX, Y} => (PXI)=24PY)) 


Discusión. 


MÉTODO DE LOS LUGARES GEOMÉTRICOS: 


Se llama lugar geométrico al conjunto de los puntos que verifican una 
determinada propiedad (o propiedades), que solamente la verifican esos pun- 
tos. Se trata, pues, de probar que si un punto verifica la propiedad, entonces 
pertenece al conjunto de puntos que hemos llamado lugar geométrico y, re- 
cíprocamente, que todo punto perteneciente al lugar geométrico verifica la 
propiedad. 

+ EjempLO 3.6: Para probar que el lugar geométrico de los puntos del plano 
que equidistan de dos puntos distintos dados, X e Y, es la mediatriz de XY, 
ha de operarse del modo siguiente. Si M es el conjunto de puntos de la me- 
diatriz m del segmento XY y E el conjunto de los puntos que equidistan de 
X e Y, es decir, si 


M=(PEN|PEm) 
E=(PEMIPX=PY) 


se ha de probar que 


[rem= res | y |PeE= Pem 
es decir, se ha de probar que 
MCE y ECM 
ya que 
aA 
ECM 


o, lo que es equivalente, se ha de probar que 


| PEM = PeE| y [osm= osE| 


=> M=E 
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ya que un teorema y su recíproco son equivalentes a un teorema y su contra- 
rio, según se vio en el $ 6. La demostración de ambas implicaciones, que se 
esquematiza en la figura 3.3, es conocida del Bachillerato. 


AA 


Figura 3.3. Figura 34 
* EjempLo 3.7: El lugar geométrico de los puntos que equidistan de los la- 
dos, h y k, de un ángulo, es su bisectriz b (Fig. 3.4). Si designamos por 
B=(PEMIPED) 
M={P ET | dist (P, h)= dist (P, K)} 


se había de probar que 


[res= rem] y |PEM= PEB 


o bien que 


| pes = ren] y loes= OFM 
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EJERCICIOS 


3.6 Determinar el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos cuyos 
extremos pertenecen, respectivamente, a dos rectas paralelas y distintas. 
3.7 Hallar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias de radio 

constante tangentes a una circunferencia dada, 
3.8 Determinar el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de 
longitud constante de una circunferencia dada. 


A 


MÉTODO SUSTITUTIVO: 


Consiste esencialmente en sustituir las condiciones impuestas a la figs 
por otras condiciones equivalentes, de modo que resulte más cómoda su cons- 
trucción. 


+ EjurLo 3.8: Construir un trapecio cuyos lados paralelos sean respecti- 
vamente iguales a dos segmentos dados y los otros dos lados sean también 
respectivamente iguales a otros dos segmentos dados (Fig. 3.5). Basta obser- 
var, en la figura 35, el punto T, tal que la poligonal cerrada TCDT es borde 
de un paralelogramo, siendo ((A7)) igual a la diferencia de las bases del tra- 
pecio. Así, la construcción del trapecio puede sustituirse por la construcción 


del triángulo AT, dos de cuyos lados son los lados no paralelos del trape- 


T 
Figura 3.5 


cio y el tercero es la diferencia de los otros dos segmentos dados. Como la 
construcción de un triángulo, dados los tres lados, es conocida, el problema 


601 


se ha simplificado. Una vez construido el triángulo, es inmediato construir 
el trapecio. 


4. Problemas aritméticos; métodos de resolución 


Los ejercicios de Aritmética en la Escuela Primaria tradicional se limita- 
ban casi exclusivamente al mecanismo de las cuatro reglas (suma, resta, mul- 
tiplicación y división), transformando al niño en una máquina de calcular, 
hasta el punto de que cuando el niño se enfrentaba a cualquier problema arit- 
mético simple de la vida corriente se le podía oír decir frecuentemente «si 
yo supiera si este problema es de sumar, de restar o de multiplicar, lo haría». 
Después de conseguir una gran rapidez en el mecanismo de las cuatro reglas 
es cuando comenzaba ya, en los últimos grados, a resolver problemas reales 
de índole aritmética, empezando entonces a enterarse del significado de las 
operaciones que hasta entonces sólo sabía realizar, como un autómata, sin 
conocer su definición, ya que, en todo caso, las definiciones eran memorizadas 
mecánicamente, sin tener conciencia de ellas y sin relacionarlas con las téc- 
nicas operativas. 

El método recomendado hoy es completamente distinto. El niño comienza 
a realizar operaciones simples, impuestas por la necesidad de resolver pro- 
blemas reales sencillos que puedan interesarle, manejando desde un principio 
las definiciones de las operaciones, pero sin necesidad de memorizar tales 
definiciones. Las regletas de Cuisenaire y los bloques de Dienes, de los que 
se habló en el $ 6, por ejemplo, permiten presentar multitud de situaciones 
que llevan al niño a descubrir intuitivamente las propiedades de las operacio- 
nes, Cuando el niño llega así a las operaciones por un proceso de abstracción 
a partir de múltiples situaciones concretas reales, luego encuentra mucha más 
facilidad en el proceso de concreción, consistente en aplicar los conceptos más 
generales a resolver problemas particulares. 

El método más prolífero para resolver problemas sobre propiedades arit- 
méticas es el llamado «principio de inducción» o «método de recurrencia» es- 
tudiado el pasado curso. El método no es viable en la Escuela Primaria por 
exigir un razonamiento por reducción al absurdo, fuera del alcance de los 
escolares, incluso del último grado. 


5. Problemas algebraicos: Iniciación a la resolución 
de ecuaciones en la Escuela Primaria 


La antigua distinción entre Aritmética y Algebra surge del empleo en el 
cálculo de letras cuyo valor exacto no se ha especificado. 

He aquí un problema algebraico, es decir, que puede plantearse sustitu- 
yendo los valores desconocidos e incógnitas por letras: 
* EjemPLO 5.1: Buscar dos números cuya diferencia sea 5 y cuyo producto 
sea 84. 
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| cuya diferencia sea 5 z-y=5 | 
| 


cuya formulación algebraica no es tan inmediata, 
Mo A Sle SASEN a EASES ma y eE OAPI, 


* EJEMPLO 5.2: Determinar las medidas de los lados de un rectángulo cuya 
área sea igual a 4 cm? y cuyo lado mayor sea doble que el menor. 


Se trata, pues, de resolver el sistema de ecuaciones 
1-2=0 
zy=4 


+ Ejemplo 5.3: Encontrar los números reales cuyo triplo sea igual a su 
cuadrado más uno. 


Se trata, pues, de resolver la ecuación de segundo grado 
23410 


En los primeros grados, cuando se pide al niño buscar un número cuya 
suma con 3 sea 5, o, como suele plantearse ahora, escribir un mimero dentro 
del cuadrado, de modo que se verifique 


3+0=5 


se está en realidad planteando la ecuación 
3+r=5 


Obsérvese que verificar una sustracción es, en realidad, resolver una ecua- 
ción: 
3+r=5 > 5-J=x 
se 


Lo mismo ocurre para la división, operación inversa de la multiplicación. 
Así, la división exacta 
6:2=r 


equivale, por definición, a resolver la ecuación 
2=6 


y la división entera 
7 |3 
EE 
equivale, por definición, a resolver el problema de encontrar dos números, 
x e y, tales que 
17-3x+y 
y<3 


Las regletas se prestan a plantear ecuaciones como la siguiente: 
verde+|[—] =amarilla 
Muchos profesores se inclinan hoy a iniciar el estudio de ecuaciones simples en la 


Escuela desde los primeros grados. Véase, por ejemplo, el capítulo V del libro: 
G. Curmexr Wensen: Mathematics for Elementary Teachers. Ed. Addison-Wesley. 1966. 


He aquí un posible procedimiento en tal sentido. Se propone un juego 
consistente en que parte de la clase averigúe un número que sólo conocen 
algunos alumnos. Como es un número secreto, se designa por una letra, por 
ejemplo, x. Los que conocen el número calculan el resultado de sumar 3 a su 
duplo. Se obtiene así 9, por lo que se escribe 


2r4+3=9 
debiendo la otra parte de la clase averiguar x. 
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El estudio de los semigrupos de los segmentos, ángulos, arcos, etc., que 
manejan hoy los escolares de los grados medios, ayuda a familiarizarse mucho 
antes de lo que antes ocurría con el cálculo literal. 

A medida que el niño va ampliando su concepto de número, pasando de 
naturales a enteros y de enteros a racionales, puede ir resolviendo ecuacio- 
nes en que los datos y las incógnitas son números de los tipos respectiva- 
mente indicados. 


Terminemos este capítulo recomendando un libro que contiene valiosos consejos: 
G. Porya: Comment poser et résoudre un probléme. Ed. Dunod. 
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21 MATERIAL DIDACTICO 


1. Algunos ejemplos de material didáctico 
para la enseñanza de la Aritmética 


Seguramente el material didáctico más utilizado en la enseñanza moderna 
de la Aritmética en la Escuela Primaria es el de las REGLETAS DE CUISENAIRE- 
GMTEGNO, del que ya tratamos el curso pasado, con ocasión de la didáctica 
de las operaciones con múmeros naturales y racionales, el concepto de mime- 
ro primo, etc. 

Otro material muy utilizado es el constituido por fichas coloreadas en 
varios tonos, de modo que se pueda hablar del conjunto de las fichas rojas, 
conjunto de las fichas azules, etc. La figura 1.1 sugiere una posible utiliza- 


Figura 1.1 


ción de este material para la construcción del conjunto suma de dos conjun- 
tos disjuntos y, por tanto, para la introducción de la idea de suma de natu- 
rales. Otra posible utilización de este material consiste en la distinción entre 
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número primo y compuesto. Un conjunto de doce de estas fichas puede dis 
ponerse en forma rectangular, como indican las figuras 1.2 y 1.3, pues el nú- 
mero 12 es compuesto, En cambio, un conjunto de once fichas no puede dis- 
ponerse en tal forma (Fig. 1.4), a menos que uno de los lados del rectángulo 
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Figura 1.2 Figura 13 Figura 14 Figura 15 


sólo conste de una ficha (Fig. 1.5), pues 11 es primo. Otro ejemplo de utili- 
zación de las fichas consiste en la ilustración del concepto de raíz cuadrada 
entera y su resto, basado en el hecho de que los conjuntos de fichas, cuyos 
cardinales son cuadrados perfectos, pueden disponerse en forma de cuadrados 
(Fig. 1.6). Si cada vez que se 


ade una nueva ficha se coloca de modo que 


Figura 16 


complete lo antes posible el siguiente cuadrado, como sugiere la figura 17, 
cada vez que se complete un cuadrado, el cardinal de ese conjunto será un 
cuadrado perfecto. Si se tiene un conjunto de veintitrés fichas y se disponen 


sis: 


Figura 17 Figura 18 


ss 


como indica la figura 1.8, tratando de construir un cuadrado, se observa que 
el mayor cuadrado que puede formarse tiene en cada lado cuatro fichas, 
sobrando siete fichas, que no llegan a completar el siguiente cuadrado, lo 
que equivale a afirmar que la raíz cuadrada entera de 23 es 4 y el resto 7. 
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El procedimiento puede desarrollarse para obtener una demostración + 1uitiva de las 
reglas de extracción de raíces cuadradas de mimeros de más de una cifra, según puede 
verse en: 

PUIG ADAM: La Matemática y su enseñanza actual. Publicaciones de la Dirección General 

de Enseñanza Media, Madrid, 1960, página 322. 

Si se desea conocer otros ejemplos de utilización de fichas coloreadas puede consultarse. 
el número 33-36 de la Revista de Enseñanza Media, donde la Rvda. Madre DoLORES PuiG, 
de las Escuelas del Sagrado Corazón, de Valladolid. describe interesantes muestras en 
este sentido. 


ilizan fichas de varias formas y colores, se dispondrá de un exce- 
para la introducción de conceptos conjuntistas, como la inter- 
sección, según se indicó al final del $ 2. 


EJERCICIOS 


1.1 Elabore una lección para la introducción del concepto de número primo, 
para niños de cuarto prado (9-10 años), haciendo uso del material que se ha 
descrito, 


1.2 Lo mismo para la conmutatividad de la suma de naturales, para niños de 
6 años. 


13. Elija otro concepto para cuya introducción sea utilizable el material des- 
crito y haga lo indicado en los ejercicios anteriores. 


2. Algunos ejemplos de material didáctico 
para la enseñanza de la Geometría 


Comencemos citando los GEOPLANOS. Se conoce por geoplano a una tabla 
plana, sobre la que se ha fijado una red de clavos, sobre los que se disponen 
gomas coloreadas, con lo que se consigue construir rápidamente diversas fi- 
guras geométricas planas (Fig, 2.1). Tiene sobre el encerado la ventaja de que, 
al poderse mover, el niño puede observar las figuras que ha construido desde 
distintos puntos de vista, habituándose a reconocer las formas independien- 
temente de su posición, pues los niños no suelen reconocer un triángulo rec- 
tángulo, por ejemplo, si los catetos no los ve uno horizontal y otro vertical, 
o tiene dificultades en reconocer un rombo, uno de cuyos lados se encuentra 
en posición horizontal. 

La traducción al espacio de esta idea de geoplano nos lleva a los GEOES- 
pacios. Constan esencialmente de una caja vacía a la que faltan algunas de 
las caras y tiene perforados agujeros sobre las caras que conserva. Se pueden 
así visualizar las figuras del espacio, sustituyendo las rectas por agujas de tri- 
cotar o bien cuerdas o gomas que se colocan atravesando los agujeros sobre 
las caras que conserva. Se pueden así visualizar las figuras del espacio, sus- 
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tituyendo las rectas por agujas de tricotar o bien cuerdas o gomas que se 
colocan atravesando los agujeros (Fig. 2.2). Algunos prefieren sustituir las 
caras perforadas por tela metálica, conservando únicamente las aristas, de 
madera u otro material rígido. Lo más cómodo es que las caras sean de plás- 
tico transparente, con el inconveniente de encarecer su construcción. En la 
figura 2.2 se muestra la visualización del teorema de las tres perpendiculares. 

Uno de los métodos más utilizados para la materialización de figuras geo- 
métricas consiste en la utilización de VARILLAS de distintas longitudes con 
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Figura 23 mias 


dispositivos para su engarce y articulación, cuando convenga, No es difícil 
encontrar tales varillas en el mercado, donde se expenden generalmente como 
juguetes, como es el tipo meccano. Se construyen así polígonos planos y po- 
liedros, En la figura 23 se representa un triángulo, que es rígido aun con los 
tornillos flojos. En cambio, el cuadrilátero de la figura 24 sólo queda rígido 


ALI 


Figura 25 Figura 26 


al apretar los tornillos, lo que, traducido al espacio, hace que el tetraedro 
(Fig, 2.5) sea rígido aun sin apretar los engarces correspondientes a los vér- 
tices, pero no el paralelepípedo (Fig. 26). 


EJERCICIO. 
2.1 Elija un concepto para cuya introducción sea utilizable el material descrito 


en este párrafo y elabore una lección para su presentación a niños de una 
edad prefijada. 
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3. Modelos matemáticos sugeridos 
por el mundo que nos rodea 


Muchas veces interesa aprovechar en'la Escuela Primaria modelos mate- 
máticos extraídos de la vida 

La puerta de la clase es un ejemplo, pues permite ejemplificar el concepto 
de ángulo diedro (el formado por la puerta y la pared). También permite ob- 
servar que dos puntos, o más de dos alineados, no fijan la posición de un 
plano, además de presentar un excelente ejemplo de giro en torno a un eje, 
en el espacio, 

En época lluviosa, el paraguas que el niño ha traído a clase puede servir 
de modelo matemático para varias lecciones intuitivas de Geometría. 

En la figura 3.1 se muestra un esquema donde la varilla OX és la que con- 


o 


Figura 31 


tiene al mango. Al abrir y cerrar el paraguas, las medidas de los dos segmen- 
tos OY e YX se mantienen constantes, cambiando únicamente la del segmen- 
to OX. Cuando el paraguas está cerrado, 

HOX))=((0Y)+4YX)) 
y cuando no lo está 

10X))<((0Y))+((YXY) 


El paraguas permite así visualizar multitud de propiedades de los triángu- 
los: relación entre lados y ángulos opuestos, ángulo exterior de un triángulo, 
etcétera, así como las propiedades de las caras de los ángulos triedros y 
poliedros. 

Otros muchos modelos pueden observarse sin salir de la clase. Formas 
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rectangulares de puertas, ventanas, paredes, encerado, cuartillas. Formas or- 
toédricas de la tiza, el propio aula, algunos libros, etc. 


EJERCICIOS 
3.1. Ponga ejemplos de utilización de conjuntos de niños de la clase para intro- 
ducir ciertos conceptos. 


3.2. Ponga otros ejemplos de material didáctico matemático sugerido por el mundo 
que nos rodea. 


4. Construcciones de modelos. Modelos 
multivalentes 


En los párrafos anteriores se han tratado varios ejemplos de utilización 
de material MULTIVALENTE, es decir, material con el que se pueden crear mo- 
delos que visualicen múltiples realizaciones, como las varillas, que permitían 
construir cualesquiera polígonos y poliedros; las regletas, que permiten estu- 
diar, entre otras cuestiones, el semigrupo aditivo de los naturales, mediante 
una materialización del semigrupo aditivo de ciertos segmentos, de modo 
que sea isomorío a aquél; los bloques de Dienes, citados el pasado curso; 
la plastilina, tan útil para estudiar las propiedades topológicas elementales, 
enumeradas en el $ 14. 

Para la fabricación de modelos pueden utilizarse los más diversos tipos 
de materiales, desde cartón y cartulina, tablex, alambre, plastilina, palillos, 
hasta plásticos transparentes, siendo aprovechables multitud de elementos 
que habitualmente se consideran inservibles: botes de hojalata, cajas de 
cartón, carretes de cintas de máquinas de escribir, carretes de hilo, etc. 

Muchos opinan que los materiales no han de encarecer la construcción 
del modelo, de modo que cada niño, o pequeño conjunto de niños, pueda cons- 
truir uno propio. La construcción del modelo ya es de por sí altamente for- 
mativo, por lo que se estiman de más valor didáctico aquellos modelos sen- 
cillos que puede construir el niño que los más complicados y perfectos que 
el niño ya encuentra construidos, limitándose a manejarlos. Por ejemplo, las 
fichas de que se habló en el párrafo 1, mejor que compradas, pueden ser re- 
cortadas de cartón o cartulina y pintadas por el niño, o sustituidas por cha- 
pas-tapones de botellas de bebidas refrescantes, que los niños suelen colec- 
cionar con frecuencia. 


Si se desea conocer instrucciones sobre la construcción de modelos menos simples, 
puede consultarse el capítulo X, debido a Pesxerr, de la obra titulada El materia! para 
la enseñanza de las Matemáticas, Ed. Aguilar. 
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Hoy se tiende hacia el material multivalente, que sugiere al niño multi- 
plicidad de situaciones aprovechables, lo que está de acuerdo con el sentido 
dinámico actual de la enseñanza activa, más que hacia la creación de modelos 
estáticos monovalentes, esto es, modelos prefabricados, que permitan. vis 


Figura 4.1 


lizar únicamente una cierta propiedad. Un ejemplo de material monovalente 
es el que se utiliza a veces para introducir el teorema de Pitágoras, que se 
esquematiza en la figura 4.1. 


5. Juguetes de inspiración matemática 


Lo mismo que la vida corriente, muchos juguetes sugieren modelos ma- 
temáticos que podemos aprovechar, dado el importante papel que juegan en la 
vida del niño. 

Los juguetes que se expenden por el nombre de juego del «rombo» cons- 
tan de dos tipos de fichas, unas con forma de triángulos rectángulo-isósceles, 
y las otras en forma de rombo de lado igual al cateto del triángulo y ángulo 
menor 45°. Este juego sugiere al niño multitud de consecuencias sobre equi- 
valencia de figuras construidas a partir de las dos citadas. 

Los juguetes de inteligencia, como ajedrez, damas, etc., se basan en reglas 
y son, por tanto, comparables a las estructuras algebraicas de semigrupo, se- 
mimódulo, etc., en que también se opera con unos objetos o elementos del con- 
junto, aplicando unas ciertas reglas o leyes. 

La consideración de un juguete con ruedas permite al niño obtener expe- 
vivestalzente Ja rinata: Daia de araa da NE 
hacer que la rueda pintada o embarrada dé exactamente una vuelta completa, 
apoyándose sobre un papel situado sobre la mesa, y medir la longitud de la 
huella que ha dejado sobre el papel y la del diámetro. 
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Los juguetes con ruedas dentadas sugieren el concepto de m. c. m., al 
buscar el mínimo número de vueltas que ha de dar para que un cierto diente, 
que está frente a una determinada muesca, vuelva a estarlo de nuevo. 

Hay juegos que son fiel reflejo de una estructura algebraica, como el Ila- 
mado «solitario del 15», en que se presenta la estructura de grupo. Lo encon- 
trará explicado en la página 290 y siguientes del libro del profesor PUIG, 
citado en el párrafo 1. 


6. Films matemáticos 


En opinión del profesor NicoLer (suizo), uno de los pioneros y mayores 
productores de films matemáticos, todo conocimiento matemático posee una 
base intuitiva, por lo que un medio excelente para presentar al alumno pro- 
piedades geométricas es la contemplación de imágenes en dibujo animado. 
Una vez descubierta intuitivamente una propiedad es cuando puede sentir 
necesidad de demostrarla. Los conceptos más adecuados para ser presentados 
por medio de un film son, naturalmente, los relativos a lugares geométricos, 
en que el movimiento es trascendental. 

Uno de los films más difundidos del profesor Nicolet es el que describe la 
determinación de una circunferencia por tres puntos. Comienzan apareciendo 
tres puntos (Fig. 6.1). Aparece después una circunferencia que se mueve y cuyo 


Lolo olo] 


Figura 61 Figura 62 Figura 63 Figura 64 Figura 65 


radio cambia (Fig. 62) hasta llegar a tocar a uno de los puntos, al cual 
queda ligada (Fig. 63). Se balancea y cambia su radio, siguiendo ligada al 
punto, hasta llegar a tocar un segundo punto (Fig. 64). Cambia su radio, man- 
teniéndose ligada a los dos puntos, hasta llegar a tomar contacto con el tercer 
punto (Fig. 6.5). Aparece después otra circunferencia que, después de realizar 
análoga excursión por el plano, termina por coincidir con la anterior, al que- 
dar ligada a los tres puntos. 


7. Papel del material didáctico en la enseñanza 
de la Matemática. Modelos 


El niño, al igual que ha hecho la Humanidad, ha de elaborar los conceptos 
matemáticos, por abstracción, a partir de realidades concretas. Puede provo- 
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carse el hecho de que el niño tome contacio con estas realidades concretas, ha- 
ciendo uso de modelos como los que han sido descritos. 

Se llama «modelo» matemático al material útil para sugerir conceptos ma- 
temáticos. 

También se llama un «modelo», en Matemáticas, a una particularización 
de una idea más general. 

Por ejemplo, la suma de regletas es un modelo de semigrupo conmutativo, 
Por una parte, la consideración de la suma de regletas, la suma de ángulos, 
la de arcos, etc., puede llevar al concepto más general, más abstracto, de semi- 
grupo conmutativo. Por otra parte, las regletas y su suma constituyen un ejem- 
plo de semigrupo conmutativo. 


Otro libro que puede consultarse si se desean ampliar estas ideas es: 


Puia ADAM: El material didáctico matemático actual. Publicación del Ministerio de 
Educación Nacional, Madrid, 1958. 
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22 LA MATEMATICA 
Y LAS EDADES ESCOLARES 


1. La Matemática de la Escuela Maternal 

Las primeras experiencias matemáticas del niño han de ser dirigidas hacia 
el concepto de conjunto. El término «conjunto» ha de ser introducido me- 
diante múltiples situaciones, en las que se emplee esta palabra, hasta que Ile- 
gue a formar parte del léxico del alumno, Los conjuntos que se manejen han 
de constar de un reducido número de elementos que interesen al niño, anima- 
les, payasos “de circo, etc, utilizando constantemente dibujos, recortes en 
colores, fichas, etc. La pertenencia e inclusión conjuntistas pueden también 
ser iniciadas aquí. 

Una vez que el niño aprende a establecer biyecciones, puede clasificar a 
los conjuntos, lo que lleva a introducir los números naturales, limitándonos a 
los nueve primeros. 

La desigualdad puede introducirse a partir de inyecciones no biyectivas, 
o bien de suprayecciones no inyectivas, como se indicó en el párrafo 7 del $ 9. 

Las regletas ya pueden manejarse en la Escuela Maternal, constituyendo 
un material excelente para la introducción de las relaciones «menor», «igual» 
y «mayor» y, por tanto, para manejar ordenaciones totales. 

Los conceptos topológicos más simples son también propios de la Escuela 
Maternal. La construcción de poligonales abiertas, introducidas como se indi- 
có en el $ 14, al final del capítulo de Topología, es propio de esta edad. 
La plastilina, el papel y tijeras son esenciales para las construcciones geomé- 
tricas infantiles. Los geoplanos, ya indicados en el $ anterior, ayudan a fami- 
liarizarse fácilmente con las formas geométricas más simples. 

En todo caso, toda idea matemática debe presentarse subyacente a un 
juego, que debe presidir toda actividad matemática.a esta edad. 


Véase, por ejemplo: 
G. Brousstau: Les mathématiques du cours preparatoire, Ed. Dunod. 
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2. La Matemática de los seis a los ocho años 


Además de los conceptos conjuntistas indicados en el párrafo anterior, 
pueden ya introducirse la intersección y la unión conjuntista, con sus pro- 
piedades conmutativa y asociativa, a través de diagramas de Venn y conjuntos 
finitos. La unión de conjuntos disjuntos llevará al concepto de suma de sus 
cardinales y sus propiedades, debiendo comenzar manejando sumas de núme- 
ros de una sola cifra significativa. La sustracción se introduce actualmente 
inmediatamente después de la adición. 

Es también propio de esta edad un primer contacto con los sistemas de 
numeración, siendo muchos los psicopedagogos de la matemática que aconse- 
jan hoy no comenzar por el sistema de base decimal, sino por una base más 
pequeña, cuatro o cinco, o incluso dos, no debiendo los niños manejar núme- 
ros de más de una cifra hasta no conocer su significado, como ya indicamos 
al final del $ 9 al estudiar sistemas de numeración. 

niño, guiado por el maestro, debe descubrir las reglas operativas de la 
adición y sustracción de números de más de una cifra, antes de mecanizar estas 
técnicas. 

La multiplicación, como suma de sumandos iguales, es también propio de 
este ciclo, aunque hoy hay muchos que critican este procedimiento de intro- 
ducir la multiplicación. 

En cuanto a conceptos geométricos, aparte de los indicados en el párrafo 
anterior, puede ya el niño realizar construcciones sencillas, ayudándose de 
algunos instrumentos: regla, compás, escuadras, etc, pero dando más im- 
portancia u la adquisición de lenguaje geométrico, adquiriendo experimental- 
mente las ideas elementales fundamentales. 


3. La Matemática de los ocho a los diez años 


A partir de construcciones de conjuntos productos puede pasarse a esta- 
blecer el producto de números naturales y sus propiedades, comenzando por 
multiplicar números de una sola cifra, para después pasar a presentar el pro- 
ducto de un número de una cifra por otro de más de una cif a, de modo que 
el niño vaya descubriendo estas técnicas operativas, para teminar multipli- 
cando dos números de más de una cifra. 

La división exacta de números sencillos se introduce inmediatamente des- 
pués de la multiplicación, terminando con la división entera. 

A esta edad el niño ya ha de realizar mediciones prácticas de. longitud, ca- 
pacidad y peso, acostumbrándose a apreciar las medidas aproximadas de los 
objetos que le rodean, familiarizándose con el uso práctico de las unidades 
más utilizadas de las referidas magnitudes. 

También es propio de esta edad la construcción de ciertas figuras geomé- 
tricas a partir de otras: ángulos como intersección de semiplanos, paralelo- 
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gramos como intersección de bandas, polígonos a partir de cadenas de tri- 
ángulos, ete. 


4. La Matemática de los diez a los doce años 


En este ciclo se debe comenzar a estudiar el número entero. Es curioso 
observar que, aunque casi siempre el orden que ha seguido la Humanidad, en 
el establecimiento de las sucesivas abstracciones matemáticas, suele coincidir 
con el orden didáctico más idóneo, aquí, excepcionalmente, la Humanidad 
descubrió antes el número racional que el entero, aunque hoy todos están de 
acuerdo en que ha de presentarse el número entero (modelo de anillo) antes que 
el racional (modelo de cuerpo). 

También la Aritmética decimal, así como la iniciación a la di 
y la potenciación de exponente natural, son propias de este ciclo. 

También han de iniciarse las transformaciones geométricas y, en particu- 
lar, la simetría axial, que permite prescindir de las demás, que resultan de 
componer simetrías axiales. 

El manejo de los semigrupos elementales (segmentos, ángulos, arcos, polí- 
gonos) lleva al establecimiento del concepto abstracto de semigrupo, y su 
multiplicación por naturales permite presentar ejemplos de semimódulos. 

El semigrupo de los polígonos conduce a la idea de área, siendo conve- 
niente que el niño maneje este semigrupo y construya, cortando papeles y 
pegando con papel adhesivo, figuras equivalentes, lo que es mucho más inte- 
resante que la memorización de las fórmulas de áreas de las figuras más 
simples. 

Los ángulos centrales y sus arcos se prestan a presentar un primer ejemplo 
de isomorfismo. También entre polígonos y segmentos se establece fácilmente 
el isomorfismo indicado en el párrafo 11.2 en el capítulo relativo a magnitudes. 

Las definiciones de figuras sencillas: segmentos fijos a partir de semirrec» 
tas, segmentos concatenados y consecutivos, círculo, etc., pueden ser ya cons- 
truidos por el niño. 

Al final del ciclo puede introducirse la Geometría del Espacio a partir de 
modelos apropiados. 


bilidad 


5. La Matemática de los doce a los catorce años 


Este ciclo puede comenzar estudiando el número racional. A esta edad ya 
se puede iniciar el método lógico, presentando algunos ejemplos de encadena- 
miento deductivo fácil. Es también la edad apropiada para comenzar a resol- 
ver problemas algebraicos y presentar los polinomios en una indeterminada 
con coeficientes enteros o racionales. 

Puede continuarse el estudio de transformaciones geométricas, con inclu- 
sión de la homotecia y semejanza. 
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Ahora la mente del niño ya está preparada para permitir pasar de la 
estructura de semigrupo a la de grupo. Pueden presentarse ejemplos de es- 
tructura de grupo, como los segmentos orientados o vectores, o los indicados 
al final del $ 17. 

La proporcionalidad ya puede ser presentada con seguridad de que va a 
ser captada con fidelidad, pudiendo hacer uso de representaciones gráficas 
que hagan ver la linealidad en que se traduce la proporcionalidad directa. 

Puede continuarse el estudio de la Geometría del Espacio con el estudio 
del semigrupo de los poliedros, paralelamente a como en el ciclo anterior se 
hizo el estudio del semigrupo de los polígonos, llegando así a definir la mag- 
nitud «volumen». 


Si se desea otra información sobre el tema tratado en este capítulo puede verse el 
número 72-73 de la revista Vida Escolar, publicada por el Centro de Documentación y 
Orientación Didáctica de la Dirección General de Enseñanza Primaria. 
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23 ERRORES DEL ESCOLAR 


1. Errores más comunes que comete el escolar. 


Sus métodos correctivos 


Estudiemos a continuación algunos de los defectos más frecuentes que se 
observan en el escolar en su contacto con la Matemática. 


AUTOMATIZACIÓN PREMATURA DE SOLUCIONES: El niño, en su necesidad de 
acción, tiende a menudo a adquirir las reglas que le permiten actuar antes de 
captar el contenido del proceso que se está desarrollando, tratando de llegar 
cuanto antes a «la fórmula» que permita efectuar aplicaciones a casos con- 
cretos. 

El mejor modo de evitar esta tendencia, que, repetimos, es consecuencia 
de la «necesidad de acción» por parte del niño, es consiguiendo que la acción 
del niño se desarrolle en el proceso mismo de captación del contenido del 
proceso. 

Una vez captado el contenido del proceso, es cuando puede condensarse 
éste, mediante la regla o fórmula. 


FALTA DE RIGOR EN su LÉXICO: Una vez captado por el alumno el conte- 
nido del proceso, se observa a menudo su dificultad de expresar el resultado 
obtenido, aun cuando estemos seguros de que la idea ha sido captada co- 
rrectamente. Es muy difícil expresarse satisfactoriamente cuando apenas se 
domina el lenguaje. 

Para evitar este defecto conviene que el alumno se acostumbre a expresar 
fielmente su pensamiento, provocando múltiples situaciones en que el niño 
haya de expresar la idea que desea, acostumbrándose así a buscar las palabras 
adecuadas a tal fin. 

En ningún momento debe ridiculizarse este defecto de expresión del niño, 
sino tratar, con una crítica suave y persuasiva, de conseguir la autocorrección 
y perfeccionamiento del propio alumno. 
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"TENDENCIA A MEMORIZAR DEFINICIONES: Por esta escasez de vocabulario en 
el niño a que acabamos de aludir, se observa a menudo cierta tendencia a 
memorizar las definiciones de los conceptos que maneja, sobre todo en los 
niños que desgraciadamente han de utilizar ciertas enciclopedias nefastas. El 
niño que repite una definición como una cinta magnetofónica pierde el tiem- 
po, pues generalmente no entiende o no" atiende a lo que está diciendo. 

Para evitar este frecuente error ha de procurarse que el niño intente 
construir la definición del concepto que ya posee. Después puede comparar 
la definición que ha llegado a construir, tras varios intentos generalmente, 
con la más elaborada de su manual, lo que le ayudará a veces a incrementar 
su léxico. No debe exigirse al niño que sea capaz de repetir en cualquier mo- 
mento una definición, por importante que nos parezca el concepto a definir, 
pues ello podría conducir a su memorización automática, La definición es 
sólo interesante en cuanto que se está construyendo y se está manejando el 
concepto a definir, 

En resumen: la labor del maestro al presentar la Matemática al niño, 
como se entiende hoy, es la de conductor de la acción creadora del niño y 
guía de su capacidad descubridora. Hoy ha de ser el niño el centro de la clase, 
al contrario de lo que ocurría antaño, en que el centro de la clase era el 
maestro. Si la acción por parte del niño preside la clase, los errores en la for- 
mación del escolar se reducirán considerablemente. 


2... Algunos errores comunes de tipo aritmético 
y algebraico 


Si el niño comienza a manejar conjuntos después de conocer la numera- 
ción, es frecuente que repita un elemento, a, por ejemplo, al construir un con- 
junto finito, lo que carece de sentido, o escriba 2a, por ejemplo, lo que tam- 
poco significa nada, si los elementos del conjunto no son números. Esto se 
presenta frecuentemente al construir la unión de dos conjuntos no cisjuntos, 
con el elemento a común, por ejemplo. Este error se evita si se presentan las 
operaciones conjuntistas simples antes que la numeración, como es natural. Ten- 
gamos en cuenta que la Humanidad llegó al concepto de número al considerar 
conjuntos equipotentes, y al de suma a partir de unión de conjuntos dis- 
juntos. 

Al iniciarse en la numeración, el niño puede mecanizar la escritura de nú- 
meros de varias cifras sin haber captado el significado del valor relativo de 
una cifra de nuestro sistema de numeración, para evitar lo cual sugerimos seguir 
los procedimientos indicados el curso pasado al estudiar este tema. 

Al iniciarse en cada una de las operaciones fundamentales de la Arittaé- 
tica, puede mecanizar la técnica de la operación sin haber intuido previamen- 
te la justificación de dicho mecanismo. Para evitarlo no deben proponerse 
ejercicios de tales operaciones hasta no dominar la justificación de dicho me- 
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canismo, a lo que se llega mediante sucesiva consideración de situaciones sim- 
ples que llevan a su descubrimiento. 

Al comenzar a manejar las funciones de proporcionalidad directa e inver- 
sa, el escolar suele tomar toda función creciente por función de proporciona- 
lidad directa y toda función decreciente por función de proporcionalidad in- 
versa, como se indicó en el $ 15. Para evitarlo pueden efectuarse las repre- 
sentaciones gráficas y hacer notar las consideraciones que indicamos en di- 
cho $ 15. 


3. Algunos errores comunes de tipo geométrico 
y topológico 

Una tendencia frecuente en el niño al dibujar una figura es la regulari- 
zación. Cuando se pide a un escolar que dibuje un triángulo, lo construye 
equilátero, Si se pide que dibuje un cuadrilátero, suele construir un cuadrado, 
es decir, el cuadrilátero regular. 

Como hay muchas propiedades exclusivas de los polígonos regulares que 
no tienen los polígonos no regulares, esta tendencia puede conducir a suponer 
en los polígonos ciertas propiedades que sólo verifican los regulares, Para 
evitarlo debe acostumbrarse al niño a dibujar un triángulo escaleno, por ejem- 


cuente oírles decir, por ejemplo, que una diagonal divide al paralelogramo, 
considerado como conjunto de puntos, en dos triángulos, Esto no es correcto, 
ya que si se considera el paralelogramo con borde, los puntos de la diagonal 
no pueden contarse dos veces, como pertenecientes a ambos triángulos con 
bordes, en que se ha descompuesto el paralelogramo, y si se considera el pa- 
ralelogramo sin borde y los triángulos también sin borde, entonces se ha efec- 
tuado una partición del paralelogramo en tres conjuntos, los dos triángulos 
abiertos y la diagonal. Conviene, pues, iniciar al escolar en la consideración 
del borde de las figuras que considere. 

Al iniciarse el escolar en el sistema métrico decimal puede memorizar me- 
cánicamente los cambios de unidad, sin tomar conciencia de lo que estas uni- 
dades significan intuitivamente en el mundo real. Es conveniente que el niño 
maneje estas unidades, realizando medidas experimentales de objetos para 
él interesantes, hasta llegar a familiarizarse con ellas y poder calcular intui- 
tivamente la medida de un objeto sin cometer errores excesivos. 


622 


2 HISTORIA 
DELA MATEMATICA 


1. Matemática pregriega 


Los más antiguos documentos históricos matemáticos que actualmente se 
poseen están escritos sobre ladrillos de barro cocido y se deben a los antiguos 
caldeos. De ellos se deduce ya la existencia de una Aritmética en el milena- 
rio m antes de J. C. Los caldeos eligieron el número 60 como base de su nu- 
meración, quizá porque dividían al año en trescientos sesenta días, También 
conocían los caldeos la propiedad de ser rectángulo el triángulo cuyos lados 
miden respectivamente 3, 4 y 5 unidades de longitud. En general, sus conoci- 
mientos geométricos se reducían a unos cuantos resultados experimentales 
correctos aislados. 

Los conocimientos de los egipcios han llegado a nosotros a través de va- 
rios papiros. El más antiguo de ellos data del siglo xx antes de J. C. y en él 
se resuelve correctamente un problema que requiere el cálculo del área de 
una semiesfera y otro el volumen de un tronco de cono, aunque son resultados 
concretos, no enunciados en general, es decir, como teoremas. En otro papiro 
figura un cuadrado cuya extensión es suma de la de otros dos, lo que hizo 
sospechar que los egipcios conocían el teorema de Pitágoras. En otro papiro 
se ha encontrado una tabla de descomposición de fracciones de numerador 2 

y algunos problemas de progresiones. La Matemática egipcia, lo mismo que la 
Caldas, no as más qué un conjunto de remlisdos experimentales. 

Los documentos matemáticos más antiguos que de los chinos han llegado 
a nosotros datan de unos mil años antes de J. C. El número 3 es elegido como 
básico por los chinos, que también muestran conocer las medidas de los 
lados de algunos triángulos rectángulos. 

Los primeros documentos hindiées que poseemos datan del siglo va antes 
de J. C. y constan también de un conjunto de reglas prácticas, obtenidas por 
vía experimental. 
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2. La época griega 


A Thales, mercader griego, que vivió en el siglo vi antes de J. C. y viajó 
por Egipto, se le considera como el iniciador de la Matemática griega. Poco 
después, Pitágoras y sus discípulos establecen el célebre resultado y comien- 
zan a dar a la Matemática categoría de Ciencia racional. 

Pero la edad de oro de la Matemática griega comienza a principios del 
siglo m antes de J. C., cuando los príncipes de los estados helenísticos dis- 
pensan una saludable protección económica a las ciencias, ofreciendo a los 
hombres de ciencia bienestar material, que facilita su exclusiva dedicación 
a la investigación y a la enseñanza y facilitando la adquisición del material 
necesario para su tarea científica. El centro de investigación científica más 
importante de la antigüedad fue Alejandría, donde se construyen la Biblioteca 
y el Museo y donde centenares de científicos investigan y enseñan, y a donde 
se vinculan las tres figuras máximas de la Matemática griega: EUCLIDES, 
ARQUÍMEDES y APOLONIO. 

La nota fundamental que aporta el genio griego a la Matemática es la de- 
mostración. 


3, La Matemática en la Edad Media 


En el mundo romano la Matemática brilló por su ausencia. Ya en la Edad 
Media cabe distinguir los aportes chino, hindú y árabe a esta ciencia, siendo 
el chino el menos importante. La obra hindú más importante se debe a Bhas- 
kara (siglo xn). A los hindúes se atribuyen dos aportes trascendentales: el sis- 
tema de numeración posicional de base 10 y una iniciación al simbolismo al- 
gebraico, difundidos hacia el Oeste por los árabes, quienes hacia el siglo 1x 
traducen al árabe la obra griega. A los árabes se debe la iniciación a la resolu- 
ción de algunas ecuaciones elementales, 

LEONARDO DE Pisa (siglo xm) contribuyó al despertar matemático de la 
cultura occidental, al difundir el empleo de las cifras arábigas. 


4. La Matemática en la Edad Moderna 


El siglo xv, con la «invención de la imprenta» y el «humanismo», trae con- 
sigo también el renacimiento de la Matemática. 

A los grandes algebristas italianos del siglo xvi, entre los que destacan 
TARTAGLIA, CARDANO y VIETA, se debe la resolución de las ecuaciones de ter- 
cero y cuarto grados. 

El concepto de logaritmo también aparece en el siglo xvi, y la idea es 
desarrollada por el escocés NEPPER a principios del xvit, época en la que 
aparecen las primeras tablas de logaritmos decimales. 
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En la primera mitad del siglo xvi, el gran matemático y filósofo DESCAR- 
TES consigue relacionar la Geometría griega y el Algebra, introduciendo las 
coordenadas, llamadas, en su recuerdo, cartesianas, e iniciando así la Geo- 
metría Analítica, que reduce los problemas geométricos a problemas de Al- 
gebra. 

En la segunda mitad del siglo xvi nace el Análisis infinitesimal, cuya ope- 
ración esencial es el paso al límite de una sucesión indefinida. Sus creadores 
son NewroN y Leniz. En 1684 publica Leibniz una obra de cálculo diferen- 
cial, y dos años después aparece su primera publicación relativa a cálculo 
integral. 

Entre los continuadores del Análisis infinitesimal cabe” citar a varias ge- 
neraciones de la familia BERNOUILLI, residentes en Suiza, pero de origen ho- 
landés. Uno de sus discípulos fue el más grande matemático del siglo xviii, 
EULER, 

En general, en el siglo xvi se desarrolló casi exclusivamente el Análisis 
infinitesimal. 


5. La Matemática del siglo XIX 


En 1797 se crea en París la Escuela Politécnica, donde resurge la Geo- 
metría, naciendo la Geometría Descriptiva, iniciada por MoNGE, y la pro- 
yectiva, por PONCELET. 

Al mismo tiempo (primer tercio del siglo pasado), LaPLACE publica su 
Mecánica Celeste y su Teoria Analitica de las Probabilidades. Es el siglo de 
oro de la Matemática francesa. 

A mediados del siglo XIX ya están construidas las geometrías no euclídeas, 
citadas el curso pasado en el capítulo de Axiomática, que llevan a una nueva 
consideración sobre las bases de esta ciencia. 

Pero el más grande genio de la Matemática del pasado siglo fue sin duda 
Gauss, primero que vio claro el problema de la aparente contradicción a que 
conducían las geometrías no euclidianas. 

Es también el siglo pasado cuando nacen la teoría de conjuntos y la de 
grupos, 


6. Situación actual de la Matemática 


El espíritu crítico del siglo xIx, y sobre todo la aparición de las Geome- 
trías no euclídeas, llevaron a revisar muchas de las teorías matemáticas, con- 
sideradas hasta entonces como perfectas, encontrándose que muchos de los 
conceptos básicos carecían de rigor, desde el punto de vista lógico, Ello llevó 
al alemán Pascu y al italiano PEANO a construir la Geometría y la Aritmética, 
respectivamente, a partir de un sistema de axiomas o postulados, a finales 
del pasado siglo. 
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A Pasch y Peano siguieron otros matemáticos, que continuaron la empresa 
de construir las teorías matemáticas comenzando por admitir unos conceptos 
primitivos y, por tanto, indefinibles, y admitir unos axiomas, a los que se 
imponen dos condiciones, compatibilidad e independencia, que, según unos, 
han de basarse en la intuición y, según otros, no es necesaria esta condición, 

De este modo, la Matemática adquiere un aspecto formal, transformán- 
dose en una Ciencia lógica, que a partir de los postulados o axiomas llega 
a los resultados o teoremas, mediante estricta aplicación de las leyes lógicas. 

Cuando ya se creía la Matemática como un edificio lógicamente inexpug- 
nable, surgen las antinomias, la primera de las cuales pone en peligro de derri- 
bo al edificio de la Teoría de Conjuntos, levantado por CANTOR. Una segunda 
antinomia es debida al genio del gran filósofo inglés Bertrand RUSSEL. Una 
tercera antinomia amenaza a los mismos principios de la Lógica formal. 

Para resolver las antinomias, el polaco LUKASIEWICZ inicia en 1920 una 
Lógica polivalente. Más tarde, GÖDEL ha llegado a demostrar que es imposible 
demostrar la no existencia de contradicciones en las teorías formales que com- 
prenden a la de los números naturales. No se ha llegado aún a una teoría 
sobre los fundamentos lógicos de la Matemática que satisfaga a todos, por 
lo que muchos piensan hoy que un excesivo dominio de la Lógica sobre la 
intuición y la experimentación, llega a conseguir esterilidad en el razonamien- 
to, conclusión a la que ha contribuido la actual interrelación entre Física y 
Matemática, por ser la Matemática el lenguaje propio de la Física. 


Terminamos indicando algunos libros que permitan ampliar estas ideas sobre Historia 
de la Matemática y su actual situación: 


Basma: Historia sucinta de la Matemática. Ed. Espasa-Calpe, Argentina. 


Rey Paston-Bantxt: Historia de la Matemática. Ed. Espasa-Calpe, Argentina. 
Bett: Los grandes matemáticos. Ed. Losada, Buenos Aires. 


626 


INDICE ALFABETICO 


párrafo 10, y $ 12, párrao 1 
y : 
"e párralo i, 
algoritmo, $ 10, párrafo 10. 

amplificación, $ 11, proposición 13. 
amplitud, $ Y, párrafo 3, 

dngulo, $ 13, definición 3.. 

— orientado, $ 1, párrafo 1. 

anillo, $ 5, definición 8. 

= de iniegridad $0, definición 41. 

— orde 


= 3 $ 3, párrafo 5. 
Z aprecio $ 3, pr 
Aj » $ 24, párralo 2. 

E do 

sont. $ Er palo 12. 
argumento; $ E, penio 12. * 
Arquimedes, $ 24, párrafo 2. 
arquimediano, $ 13, párrafo 7. 
asocie 10, párrafo 7. 7 
sociation, $ $. 


definición 21. 
automatización de soluciones, $ 23, párrafo 1. 


axiomas, $ 6, párrafos 1 y 6. 


banda de Möbius, $ 14, ejemplo 10.6. 
base espacio vectorial, 5 16, párralo 7. 
base sistema numeración, $ 


9, párrafo 14. 
Bernoulli, $ 8, párrafo 6, y $ 24, párrafo 4. 


Bhaskara, $ 24, párarto 3. 
binario, $ 9, párrafo 14, 

binomio de Newton, $ 7, párrafo 4. 
biyección, $ 3, definición 7-1. 


borde, $ 14, párrafo 11, y $ 23, párrafo 3. 


campana de Gauss, $ 8, párralo 9. 
$ 15, párrafo 1. 
10, párralos 2 y 4. 


r; $ 16, párrafo 7. 
reja ordenada, $ 3, pá» 


Euroa 
de Jordan, $ 14, 101. 
de roca ST ero 1 


eriin $ 1, pero 7. 

res S ia, pro 6, 

sistema de numeración. $ 9, pårrafo 14. 
denominador de 

Freno $1, pato 1y 

imero combinatoria, $7, páreto 2 

dependencia aleatoria, $', pårralo 12. 
Descartes, $, pirado 1. Y $ 28, pirrato 4 
descomposición e poligonos, $ 13, deció 


desción tipica o “standard”, $ 8, párrafo 5. 


dirección, $ 4, páralo 4. 
disiuntos, $ 2, definición 4.2. 
distancia. $ 14, párralo 2 
distribución 


binomial, $ 8, párrafo 6. 

normal, $ 8, párrafo 9. 
ÓN 
AN 
dividea, $ 9, definición 10.1 

entera, $ 9, definición 103. 

exacta, $ 9, definición 10.2. 
divisor propio, $ 10, párrafo 8. 
de de integridad, $ 10, definición 42. 


ele de simeeia. $ 17 pirmaas 4 y 1 
elemento, $ 2, párralo 


628 


definición 1. 
reduce $ 11, parafo 1 
— epatica y positio, $ M, definición Sili | 
frac $ 8. párralo 5, 


— gc, $ 15, pitrate 6, 


— de proporcionalidad, innersa, $ 15, párrafo Y 
T dina variatie, $ 15, pirata Y A 
rim: $ 13, pito $ 
em $2 ina 47 $US peral I 


Galion, $ 8, párralo 12. 
Gattegno o Gateño, $ 9, párralo 11, y $ 10.5% 
alo 13 


Krapo, $ 5, definición 42, 
Ed e homes conca, $ 18, pirra 
o 
— de las semejanzas, $ 18, párralo 5. 
"ramaformiciones biecticos, $ 17, pá 


(5 
relativa, $ 13, párrafo 1 
magnitudes directamente proporcionales, $ 13, 


párrafo 11. 
materiel, didáctico, $ 21. 
mtrs $ 16, leal e 


máximo comin diuo, $ 10. váralo 10. 
máximo elemento respecto de una relación, $ 10. 
párralo 10. 
Mecánica Celeste, $ g 
msi $ m ja E 
$ 


AE mm 
"indirecta de magnitudes, $ 13, piralo 12. 


md, 
de los 


Jugos geométricos, 5 20, pirralo 3. 


métrica, $ 14, pårrato 2. 
minimo común miltiplo, $ 10, pártalo 11. 
minimo elemento respecto de una relación, $ 10, 
A, parak 7 
multivalentes, $ q 
keometricon, complejo, 
realizadores de simetrias axiales, $ 19 párra- vector $ 16, párrafos 1 y 10. 
fo tl. párrafo 5. 
realizadores de sientas centrales, $ 19, på- párrafo M 
interior, $ 14, definición 65. Nepper, $24, párralo 4. 
intersección, $ 2, definición 4. neutro, $ 5, definición 23, 
mena Sapari CP e e ps S Pr i a o 
invertible, $ 10, párrafo 7. numeración, $ 23, párrafo 2, y $ 9, párrafo 12. 
inyección, $ 8, párrafo 6. "mumersdor de 


629 


Irccón. $ prat 1. 
imero combinatorio, $ 7, párrato 2 
nimero 


“aproximado, $ 12, párrafo 7. 
compuesto, 5 10. párrafo 8. 
cromático, $ 14, párrafos 10 y 1. 
de combinaciones, $ 7, párralo 6. 


objeto matemático, $ 1, párrafo 1. 


operación 
gatera, $ 13; pieralos 6 y 9, y $16, pirre 
interna, $ 5, pårrafo 1 
inversa, $ 9, párrafo 10. 

opuesto, $ 5, párralo 4. 

orden 


de conexión, $ 1. definición 82. 

natural, $ 13, párrafo 7. 
ordinal, § 9, ejercicio 7.16. 
orientabilidad, $ 14, ejemplo 10.6. 
ortoedro, $ 20, párrato 2. 


vantógrajo 
de Kenit, S gir 
de Sylvester, 
peere ntan r rd. 
4, ejemplo 3.1. 
irafo Àl. 


$12, ejercicio 5.2. 
Pascal, $ 7, párrafo 3 
Pasch, $ 24, párrafo 5, 
Peano, $ 9, párrafo 1. y $ 24. párrafo 6. 
percentil, $ 8, pårrafo 
periódico, $ 12, párrafo 6. 
permutaciones, $ 7. párrafo 7. 


primos entre si, $ 10, definición 10.2. 
58, párrafo 3. 


hometecias, $ 18, párralos 2 y 3. 
namero real por Sector, $ 16, páralo 5. 
simetrias aziales, $ 17 párrafo 8. 

promdad miren, $ i pikal 3. 

proporcronalidod 
directa, $ 13, definición 13.1. 
inversa, $ 13, definición 133, 

proximidad, $ 1, Li D E 


“adherencia, $ 14, definición 6.2. 
un espacio topológico, $ 14, párralo 3. 


racional, $ 11. 
— negativo y positivo, $ 11, definición 52. 


cálculo, $ 15, párrao 8, 

sn solo borde, $ 19, párralo 7. 

resla de iren, § 13, serio 132 y pármlo MAL 

ralar de signos. $ 10. palos 2 y 3. 

vegeta, $ 9, párralo 

Fisica de Cua Gago, $ 21, párra i 

regresión, $ 8, párrafo 1 

regale, $ 10, párrafo 4. | 
regularización, $ 23, párrafo 3. 


| 

de 
bordes paralelos, $ 19, párrafo 1. | 
d 


de igualdad, $ 4, pásralo 3. | 
de orden parcial, $ 4, definición 6.1. 
de orden total, $ 4, definición 62. | 
opuesta, $ 4, ejercicio 64. $ 9, párralos 7 
y 10, y $ 10, parrafo 15, 
representación gráfica de funciones, $ 15, párra 


de números, 


Riemann, $ 


p 
— de elementos positivos, $ 13, párreto 5. 
transformaciones geométricas, $ 17, 


pira. 3, 
se párrafo 2. 
simétrico (elemento), $ 3, páralo 4. 
ión, $ 10, 2 
Paca] ae poss 14 
blcaia, $ 9, 
em S palo 12y 


dd 
q 
istema métrico, $ 23, pårrefo 3. 

subanillo, $ 5, párrelo 8. 
e 
Ci 
subgrupo, $ 5, definición 5.1. 
subreticulo, $ 10, ejercicio 
subsemigrupo, $ 5, párrafo 5. 
q 

incompatibles, $ 8, bario 12 

independientes, $ 8, E 
sumatoria, $ 8, párralo. 
suprayección, $ 3, pe 5. 


tabla de 
composición, $ 5, ejemplo 1. 
correlación, $ 8, párrafo 11. 
distribución normal, $ 8, párrafo 9. 

tablas de logaritmos, $ 15, párrafo 8. 

Forte $ 7. peral 3. y $2 párrafo 4 


A rA 


Thales, $18, 
tipificación: 


od S a 
deroleconen equivalente; $ 14 dación 
ON 


taro, $ 14, ejercicio 104. 
iresiormación, $ 3, párrto 2. 
geoméiricas, $ 17, párrafo 
transitivo, $ 4, párrafo 2. 
de 
"ángulos, $ 19. prao 3. 
segmentos, $ 19, párrafo 2. 
traslación, $ 17, preto 2 
irángulo aiemétco $ 7. párrafo 3. 
trióngulos semejantes, $ i párrato 6. 
iruocción dl ánalo, $ 19, parra 6 


SyS miraio 2. 
párrafo 7. 


nidad, 
elemento, $ 5, párralo 2. 
medida, $ 13, párrafo 10. 

uniforme, 
función (ver función), 
propiedad, $ 9, párratos 2 y 5, y $ 10, pá- 

matos 2 y 3 
unión, $ 2, definición 32. 
unitario, $ 2, definición 32. 


calor absoluto, $ 10, párrafo 2. 
alor 


Tormatic, $ 1, párrato. 
pera aE ii 
cod, 


“aleatoria, $ 8, párrato 4. 
bidimensional, $ 8, párrat 


párafo ML 


Weierstrass, $ 12, párrafo 12. 


631 


INDICE GENERAL 


Prólogo A 
Advertencia al lector y 
Tabla de los signos más utilizados n 
1. Generalidades. n 
1, Concepto actual de la Matemática B 

2 Importancia formativa y uti Ki 

3, Necesidad de su didáctica D 

2 Conjuntos 16 
1. Conjuntos: elementos y pertenencia 16 

2. Igualdad de conjuntos 18 

3. Subconjumtos, 20 

A. Intersección de conjuntos: conjunto vacío. E 

5. Unión de conjuntos: recubrimiento 26 

6. Adición de conjuntos: partición E] 

7. Otras propiedades de la unión y la intersección 30 

8. Conjunto de partes de un conjunto E 

9. Otras operaciones con conjuntos .. n 

10, Introducción de estos conceptos en la Escuela Primaria E 

3. Correspondencias 36 
-Producto de conjuntos 36 

7. Correspondencias enire conjuntos 39 
Correspondencia inversa a 
Aplicaciones. 4 
Aplicaciones suprayectivas 4 
Aplicaciones inyectivas 4 

i. Biyecciones 49 
Composición de splicaciones E 

). Concepto de función 53 

4. Relaciones. E 5 
Relaciones entre los elementos de un conjunto 55 
Propiedades de las relaciones binarias 59 


Relaciones de equivalencia 63 


4. Clases de equivalencia -o d 65 
5.» Conjunto cociente -o > 69 
6, Relaciones de orden a 7 
7. Las relaciones en la Escuela Primaria a eor en a 


. Propiedad distributiva A 
Anillos y cuerpos e ... . p s pos or 


6. El edificio matemático 
Métodos utilizados en la Matemática 


: Axiomatización de una teoría matemática- 


5 
6. Distribución 192 
$. Tiltcación de a variable 197 
8. Curva de probabilidad 202 
9, Distribución normal 204 
10. Coordenadas cartesianas rectangulares 210 
11. Variable bidimensional 20 
12 sión lineal 216 
13. Coeficiente de correlación 219 
9. Número natural E EA 
Equipotencia: conjunto de los números rasurado - e > m 
E Adicta de natories P 27 
3, Propiedades dela adición - 228 
'- Multiplicación ... 20 
5. Propiedades de la multipl 232 


. Semianillo de los nùmeros naturales 


6 
7 

8. Sustracción de números nat s 
S eo evomedadas de E suma y sl producio de aras 
10, Divisibilidad y división exacta y entera 

11. Didáctica del múmero natural 

1%. tens de numeración 
14 
15 
16, 


) Sistema de numeración de base cuatro 
Sistemas de numeración en otras bases 

j. Paso de un sistema de numeración a otro... ~ 
Teorema fundamental de los sistemas de numeración ... .. 

17. Práctica y didáctica de las operaciones en cualquier base 


Ngmero entero. Diiblidad 2m3 
1. Conjunto de los nùmeros enteros .. ... qa 3 
Z Grupo aditivo de los enteros pp E 
3. Semigrupo multiplicativo de los enteros sito v 287 
4, Anillo de los números enteros ll 
3. Ordenación de enteros EZI 
$. Sobre la introducción de los enteros en la Escuela $ 
mientos i 296 
7. La relación de divisibilidad en Z n DE 
8, Factorización ... É E 
9. Factorización y divisibilidad 310 
10. Máximo común divisor 315 
1l, Mínimo común múltiplo z 7 ÓN 37 
12. Relaciones entre el med. y el mem. ... gra ra 
13. Didáctica de la divisibilidad ... ... 00 0 des 33) 
Número racional -. - m 
1. Conjunto de los números racionales PA 341 
2. Grupo aditivo de los racionales.. y 350 
3. Semigrupos multiplicativos de los números racionales a A 
4. Cuerpo de los números racionales 358 
5. Ordenación de racionales 359 
Representación gráfica de 363 
l. Metodología de las fracciones ordinarias y decimales ¿0.0000 co 364 


s. Expresión decimal de los números reales... 
7. El sentido de aproximación: números aproximados - 
8. Error absoluto y relativo: cotas 

9. Errores de las operaciones .. 
10. Conjunto de los números complejos 

11. El cuerpo de los números complejos .. 
12, Representación gráfica de los complejos 


na 


pe topologien : 
j. Activi "niño basadas en conceptos topológicos ` 


Unidad de medida . i 
Magnitudes directamente proporc e 
Medida indirecta de magnitudes escalares 
Proporcionalidades. 
Didática y aplicaciones de 


La recta racional como espacio topológico 
Espacio métrico ... ... 

Espacio métrico y espacio topológico 
Topología. 
Homeomorfismos ..- E 
Algunos conceptos topolóicos enel piano 
Convexidad .. 
Conexión ... 
Características de Euler-Poincaré 
Proy 


15.. Funciones elementales 


Funciones de una variable 
Representación gráfica de funciones de una variable - 
Función de proporcionalidad directa 
Función de proporcionalidad inversa 
Leyes de exponentes ... ... j 
Función exponencial 

Logaritmación .... -.. 
Función logarítmica 


Las funciones y su representación gráfica en la Escuela Primaria -. 


16: Especios vectoriales 


à 
EN 
4, 


; Concepto de espacio vectorial 


Vectores, fijos 
Equipolencia de vectores fijos 
Vector libre 

Adición de vectores 
Producto de números reales por vectores .. . 
tras propiedades del producto de números reales por vectores 
Base y coordenados 


Un ejemplo de espacios vectoriales isomorfos —.. .. 
Uso de magnitudes no escalares en la Escuela . 


1H Grupo, de los mientos 


Transformaciones geométricas 
Traslaciones; propiedades ... .. 
Simcutl sat: propiedades 
merria a 
a 
Grupo de las trasaciones 
Grupo de los giros concéntricos . sa 
Producto de dos simetrías axiales ... ... i 


9. Grupo de las traslaciones y giros 


10. Grupo de las isometrías -. 545 
11. Didáctica de los movimientos en la Escuela Primaria 59 
Grupo equiforme 54 
1. Homotecia . 554 
X Grupo de las homotecias concéntricas - 559 
3. Grupo de las homotecas y trasaciones 561 
A. Semejanza 567 


5. Grupo equiforme -. `. 
6. Didáctica de la semejanza en la Escuela Primaria 


Instrumentos, promircos 

Regla de un solo borde 
Portasegmentos 

Portaángulos: circulo graduado 


eros 
Pamógrato de Sylvester 

. de reducción 

10. Pantógrafo de Kempe .. 


. Instrumentos que realizan simetrías axiales 589 
12. Instrumentos que realizan simetrías centrales... ... EN 
13. Papel que desempeñan los instrumentos en la enseñanza < 591 

Los problemas 592 
Y. "Los problemas en la Matemática; su valor formativo y utilitario +... +. 592 
Y. Los problemas en la Escuela Primaria 593 
3 Problemas geométricos: métodos más imporias para su resolución `. 596 

Problemas aritméticos; métodos de resolución 602 
3. Problemas algebraicos: Iniciación a la resolución de ecacuaciones en la 
Escuela Primaria o 

Material didáctico 606 

1. Algunos ejemplos de meri! didáctico para l enseñas de a Ai 5, 
tica. 
2. Algunos ejemplos de material didáctico para la enseñanza de la Geo- FA 
metria .. -. 
3. Modelos matemáticos sugeridos por el mundo que nos rodea sn 
4. Construcciones de modelos. Modelos multivolentes ...... ; 612 
5. Juguetes de inspiración matemática 63 
6. Films matemáticos sl 
7. Papel de material didáctico en la enseñanza de la Matemática. Modelos 614 

La Matemática y las edades escolares. 616 
1. La Matemática de la Escuela Maternal. 616 
2, La Matemática de los seis a los ocho años Z 617 
3, La Matemática de los ocho a los diez años 67 
4. La Matemática de los diez a los doce años 618 
5. La Matemática de los doce 2 los catorce años 618 


© Eugenio Roanes Macías - EDICIONES ANAYA, S. A. - 1976 - Salamanca: L. Braille, 4 - Número de 
Registro; M. 14.439 - 1976 - Depéxito Legal: M. 40.948 - 1976 - ISBN: 84-207-1894-3 - Printed in 
Spain Imprime: Gráficas Torroba - Villafranca del Bierzo, 21-23 - Polígono Industrial Cobo Calleja - 
Fuenlabrada (Madrid) - Papel: Torras Hostench, S. A. 


Este Hbro ha sido aprobado por el Ministerio de Educación y Ciencia con fecha del 27-1 
del M. E. C.” del 31-1970). 


970 "B: 0. 


